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数学 本 身 被 看 作 自 然 科 学 的 基础 ， 具 有 逻辑 的 严密 性 及 应 用 
的 广泛 性 。 应 用 的 广泛 性 建立 在 高 度 综 合 性 上 。 

本 书 有 两 大 特点 ， 一 为 高 度 综 合 ， 二 为 细致 分 析 。 高 度 综合 
表现 在 将 经 典 数学 欧 几 里 德 几何 、 数 学 分 析 和 代数 演算 与 近代 数 
学 出 现 的 拓扑 学 、 函 数论 及 群 、 环 、 体 的 理论 综合 为 一 体 ， 用 流 形 
的 概念 将 古典 复 平 面 与 拓扑 空间 相连 接 ， 将 古典 的 函数 值 分 布 理 
论 化 为 Riemann 曲面 的 攻 盖 面 理论 ， 用 Fuchs 群 研究 变换 中 的 不 
变性 ,等 等 。 为 此 ,本 书 使 读者 能 接触 较为 广泛 的 数学 领域 , 开 
拓 思 维 , 在 短 时 期 内 掌 担 Riemann 曲面 和 位 势 理论 的 有 关 基 础 知 
识 。 本 书 的 另 一 个 特点 细致 分 析 则 体现 在 将 Riemann 曲面 、 调 和 
函数 、 位 势 理论 作 了 深入 的 探索 ,对 Riemann 曲面 的 分 类 、 曲 面 
函数 族 的 分 类 作 了 细致 分 析 ， 并 用 一 些 例子 如 Cantor 集 对 曲面 上 
的 集合 用 古典 的 概念 建立 新 的 集合 理论 的 形象 。 

值得 指出 的 是 ,作者 印 明 照 注意 到 该 书 逻 辑 的 严谨 性 和 结构 
的 合理 性 ， 其 治学 的 态度 是 严肃 认真 的 。 

本 书 为 数学 专业 研究 学 者 提供 了 一 本 用 少量 文字 提供 大 量 信 
息 的 专业 书籍 。 

我 在 通读 过 此 书后 ,提出 上 面 的 意见 ， 供 学 者 参考 。 


李 文 清 


一 九 九 七 年 八 月 三 十 日 
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目前 ,我 国 研究 有 关 Riemann 曲面 理论 和 位 势 理 论 的 队伍 相 
对 其 它 数学 的 分 支 显得 比较 单薄 ， 书 藉 也 相对 偏 少 。 作 者 编写 此 
书 旨 在 为 数学 大 厦 添砖加瓦 ,向 读者 介绍 Riemann 曲面 、 位 势 理 
论 的 基础 知识 ,借以 增进 读者 对 此 专业 分 支 的 兴趣 。 

全 书 分 为 五 个 部 分 。 第 一 部 分 (第 一 、 二 章 ) 是 拓扑 空间 等 预 
备 知识 和 曲面 拓扑 基础 知识 。 第 二 部 分 (第 三 章 ) 引 入 Riemann 曲 
面 的 概念 ,讨论 ( 半 ) 调 和 函数 .Green 函数 的 性 质 。 第 三 部 分 (第 四 
章 ) 是 (二 维 ) 位 势 理论 的 基础 知识 。 第 四 部 分 (第 五 章 ) 研究 
Riemann 曲面 上 各 种 半 纯 、 解 析 函 数 的 存在 性 及 其 性 质 ; 给 出 单 什 
化 定理 和 Riemann-Roch 定理 的 证 明 。 第 五 部 分 (第 六 ,七 章 ) 讨 论 
极 大 Riemann 曲面 的 性 质 、 非 极 大 Riemann 曲面 的 延 拓 问题 和 开 
Riemann 曲面 的 分 类 理论 。 这 一 部 分 含有 作者 一 些 新 近 的 结果 。 

本 书 的 构思 直接 受益 于 作者 的 恩师 、 已 故 的 张 鸣 钢 教 授 。 特 
别 是 书 中 写 入 的 作者 80 年 代 的 成 果 是 在 张 鸣 鲍 教 授 的 关心 指导 
下 完成 的 。 

本 书 得 以 与 读者 见面 与 厦门 大 学 老 一 而 教授 的 深切 关怀 和 支 
持 是 分 不 开 的 。 尤 其 令 作 者 深 受 感动 的 是 李 文 清 教 授 以 八 朋 高 龄 
在 去 年 盛 署 季节 通读 了 本 书稿 , 提出 许多 宝贵 的 意见 ,并 为 本 书 
扎 写 序言 。 作 者 在 此 向 他 们 表示 训 心 的 感谢 。 


印 虽 向 
一 九 九 八 年 五 月 四 日 
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8$ 1 拓扑 空间 


极限 运算 是 分 析 学 的 重要 工具 , 为 此 必须 引入 具 在 拓扑 结构 
的 集合 ， 某 些 对 象 组 成 一 个 集合 通常 称 为 空间 , 集合 里 的 每 个 元 
素 称 为 空间 中 的 点 . 将 集合 4 关于 集合 B 的 差 集 表 示 为 A\B; 而 
空间 X 的 子 集 4 的 余 集 ( 即 X\4) 记 为 4 或. 


1， 开 集 和 闭 集 


设 t 是 集合 X 有 一 个 子 集 族 , 若 r 满足 条 件 

(1) YET, XET ;和 

(2) 对 有 限 交 和 任意 并 两 种 运算 是 封闭 的 ， 
则 称 (X,r) 为 拓扑 空间 ， 有 时 也 称 X 为 拓扑 空间 ; 7 称 为 X 的 
拓扑 , r 中 的 集 称 为 X 的 开 集 . 

车 t+ 仅 由 XX 和 名 组 成 , 则 (X,r) 是 一 拓扑 空间 ，r 称 为 
凝固 拓扑 . 

车 7 为 X 中 全 体 子 集 组 成 之 族 , 则 (X,r) 是 一 拓扑 空间 , + 

若 X 有 两 个 拓扑 mm 和 mm, 上 且 rCr, 则 说 王 比 m 强 , 或 说 mm 
比 弱 . 

开 集 的 余 集 称 为 团 集 . 


"2 。 Riemann 曲面 及 其 上 的 位 势 理论 


任意 个 闭 集 的 交集 是 闭 集 ， 有 限 个 闭 集 的 并 集 是 闭 集 . 
2. 闭 包 和 边界 


设 (X,7) 是 一 拓扑 空间 . 对 X 的 子 集 4, 若 存 在 的 子 集 U 
和 YEr 使 得 4CFCU. 则 称 0 为 集合 4 的 邻 域 . 特别 4 退缩 为 
一 点 z 时, 称 U 为 点 z 的 邻 域 . 

考虑 空间 X 的 子 集 5. 包含 集合 的 最 小 闭 集 称 为 的 
闭 包 , 记 作 cl(B) 或 互 包含 于 5 内 的 最 大 开 集 称 为 的 内 部 ， 
记 作 Int(B) 或 忆 ， 闭 包 百 关 于 XX 的 余 集 称 为 5 的 外 部 , 记 作 
Ext(B)， 又 , 成 关 于 五 的 差 集 了 NE 称 为 下 的 边界 , 记 作 38 或 
B(E). 

的 内 部 的 任 一 点 称 为 8 的 内 点 ; 外 部 的 任 一 点 称 为 外 点 
边界 上 的 任 一 点 称 为 边界 点 ， 且 显然 有 


() ZB=8; 
(i) ACA; 
(iii) A=:4; 


(iv) AUB=AUB; 

(v) (Ek)=Ext(E) ; 

(vi) E=N{FIFErT, ECFCX); 
(vii) FF=U{Gl6CE, GEr}. 


3， 诱导 拓扑 


若 了 为 X 的 一 子 集 , 集 族 rh :一 (nclcer) 形成 了 的 一 
个 拓扑 , 即 Cr,rh) 成 一 个 拓扑 空间 , 称 为 空间 (X,7) 的 
拓扑 子 空间 . 了 中 的 拓扑 结构 称 为 相对 拓扑 或 诱导 拓扑 . 


4. 拓扑 基 
设 是 拓扑 空间 (X,r) 的 一 个 开 集 族 , 且 UB 二 X. 车 对 任 
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意 zxEX, 对 任意 包含 > 的 开 集 U，, 存在 BE 8 使 得 zxE BCU, 则 
称 8 为 X 的 一 个 基 . 

设 4 是 X 的 一 个 子 集 族 , 若 集 族 

(4I4E 4G 一 15 为 自然 数 } 

是 X 的 一 个 基 , 则 称 4 是 X 的 一 个 子 基 , 包含 子 基 的 最 小 拓扑 
称 为 该 子 基 所 生成 的 拓 扯 . 

设 z 是 拓扑 空间 (X,r) 的 点 . 若 存在 z 的 一 邻 域 族 ", 使 得 对 
z 的 任 一 邻 域 U, 都 有 FeEv 满足 TCU, 则 称 为 z 的 邻 域 基 , 


5 可 数 空间 


若 拓扑 空间 X 具有 一 可 数 基 , 则 称 X 为 可 数 空间 . 若 每 一 
点 zEX 都 有 一个 可 数 的 邻 域 基 , 则 称 X 为 局 部 可 数 空间 . 

6. 连通 空间 

若 拓扑 空间 X 不 能 表 为 两 个 不 交 非 空 开 集 之 并 , 则 称 X 为 
连通 的 . 

拓扑 空间 X 是 连通 的 充分 且 必要 条 件 是 X 不 能 表示 为 两 个 
不 交 非 空 闭 集 之 并 

有 公共 点 的 连通 集 之 并 仍 为 连通 的 . 

若 集 4 连通 , 集 8 满足 条 件 4CBC4, 则 8 必 连 通 
连通 的 开 集 称 为 区 域 .不 止 一 点 的 连通 闭 集 称 为 ( 非 退 化 的 ) 
连续 统 . 


7. 全 不 连通 点 集 


若 X 有 一 个 由 连通 集 组 成 的 基 , 则 X 称 为 局 部 连通 的 
拓扑 空间 X 的 最 大 连通 子 集 称 为 X 的 连通 分 支 , 简称 分 支 . 
拓扑 空间 的 分 支 都 是 闭 集 任意 两 个 不 同 的 分 支 没有 公共 点 . 特 


14。 Riemann 曲面 及 其 上 的 位 势 理 论 


别 , 局 部 连通 空间 的 分 支 即 开 又 闭 . 

设 了 是 拓扑 空间 X 的 子 集 , 车 7 是 X 中 的 一 族 即 开 又 闭 的 
子 集 之 交 , 而 且 7 的 任 一 真子 集 都 不 是 即 开 又 闭 的 , 则 称 了 是 X 
的 一 个 伪 分 支 ， 

拓扑 空间 X 的 伪 分 支 都 是 闭 集 . 任意 两 个 不 同 的 伪 分 支 没 
有 公共 点 . 对 任 一 点 zxEX, 必 存 在 包含 z 的 分 支 和 伪 分 支 ， 而 
且 , 若 分 别 记 之 为 S 和 了 , 则 zESC7. 

设 $ 是 拓扑 空间 X 的 不 止 一 点 的 子 集 , 若 S 的 每 个 伪 分 支 
都 只 包含 一 点 ， 则 称 8 是 全 不 连通 的 (或 Sierpinski 式 
全 不 连通 的 ). 若 8 的 每 个 分 支 都 只 包含 一 点 , 则 称 8 是 
遗传 全 不 连通 的 (或 Hausdorff 式 全 不 连通 的 ), 若 8 的 任何 一 个 
紧 致 的 连通 子 集 都 只 包含 一 点 , 则 称 8 是 点 状 的 (或 不 连续 的 ). 

显然 全 不 连通 点 集 一 定 是 遗传 全 不 连通 的 ; 遗传 全 不 连通 点 
集 一 定 是 点 状 的 , 但 其 逆 不 真 . 

8， 紧 致 空间 

设 刀 是 拓扑 空间 (X,r) 的 一 个 子 集 , 若 有 一 开 集 族 KCr 使 
BCUK, 则 称 K 是 王 的 一 个 开 覆 盖 . 

若 X 是 可 数 的 , 及 是 瑟 的 一 个 开 覆 盖 , 则 存在 一 个 可 数 子 覆 
盖 , 即 有 K 中 子 列 《 感 ) 尼 ,使 ECUK 

若 集 马 的 每 个 开 履 盖 必 有 有 限 子 覆 盖 , 则 称 8 是 紧 致 的 . 

设 4 是 X 的 一 个 子 集 族 , 若 4 中 任何 有 限 子 集 具 有 非 空 交 
集 , 则 称 4 具有 有 限 相交 性 质 . X 为 紧 致 的 充分 必要 条 件 是 X 中 
每 个 具有 有 限 相交 性 质 的 闭 集 族 有 一 非 空 交集 . 


9. 局 部 紧 致 空间 
车 拓扑 空间 X 有 一 闭 包 为 紧 致 的 集 族 组 成 的 基 , 则 称 X 为 
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局 部 紧 致 空间 . 


设 BCX, 车 存在 一 紧 致 集 CCX 使 8Cc, 则 称 恕 为 
有 界 集 ， 有 界 集 的 闭 子 集 也 是 紧 致 的 . 


10. Hausdorff 空间 


若 拓扑 空间 X 中 任意 两 点 都 有 不 交 的 邻 域 , 则 称 X 为 
Hausdorff 空间 . 

在 Hausdorff 空间 中 , 任意 两 个 不 交 的 紧 致 集 有 不 交 的 邻 域 ; 
紧 致 子 集 是 闭 的 .从 而 , 在 紧 致 Hausdorff 空间 中 , 子 集 如 是 紧 致 
的 当 且 仅 当 B 是 闭 的 . 


11， Baire 范畴 集 


设 4.8 是 拓扑 空间 X 的 两 个 子 集 , 若 4 的 每 一 点 z 的 任 一 
邻 域名 有 8 中 之 点 , 则 称 B 在 4 中 稠密 . 若 集 8 在 全 空间 X 中 
稠密 时 , 简称 8 为 稠密 集 . 

设 4 是 拓扑 空间 X 的 子 集 , 若 4 的 闭 包 4 的 余 集 为 X 的 稠 
密集 , 则 称 4 为 琉 朗 集 . 若 集 4 可 表示 成 有 限 个 或 可 列 个 X 的 朴 
朗 集 之 并 , 则 称 4 为 第 一 类 集 或 说 4 在 X 中 是 第 一 范畴 的 . 非 第 
一 类 集 称 为 第 二 类 集 或 说 在 X 中 是 第 二 范畴 的 . 


12. 商 空间 


设 P 是 拓扑 空间 X 的 一 个 不 交 子 集 族 ， 且 有 X= UP 考虑 
一 新 空间 8, 它 的 点 就 是 P 中 之 集 , 即 对 于 任意 PEP, 将? 中 之 
点 粘 合 (也 就 是 将 属于 ? 的 所 有 点 看 作 是 恒 同 的 ) 空间 8 中 的 
集 0 是 开 集 当月 仅 当 对 应 的 集 之 并 已 ? 在 X 中 是 开 集 . 易 验 
证 , S 满足 拓扑 空间 的 条 件 . 粘 合 后 所 得 的 拓扑 空间 称 为 X 在 集 
?EP 作为 等 价 类 的 等 价 关系 下 的 商 空间 . 


。6 。 Riemann 曲面 及 其 上 的 位 势 理论 


13. ”Alexandroff 紧 致 化 


设 (X,7) 为 局 部 紧 致 但 非 紧 致 的 拓扑 空间 .在 空间 外 增加 一 
点 z 得 一 空间 X" :二 XU{z*). 车 将 X 中 的 紧 致 集 关 于 X* 的 
余 集 定义 为 z… 的 并 邻 域 , 这 些 邻 域 和 r 中 之 集 组 成 开 集 族 ( 即 
拓扑 ) 1*， 则 (X*,r*) 成 一 紧 致 拓扑 空间 , 称 其 为 X 的 
Alexandroff 单 点 紧 致 化 , 也 说 X 由 点 z* 紧 致 化 成 X*. 在 曲面 论 
中 , zx" 称 为 X 的 理想 边界 . 


14. 和 空间 
设 有 拓扑 空间 族 {(Xr) 1iE7)， 对 其 并 电大 构造 拓扑 如 
下 : X 中 的 子 集 V 是 开 集 当 且 仅 当 对 任意 iE1, CnXEr X 在 


这 拓扑 下 成 一 拓扑 空间 ， 称 为 和 空间 . 
可 在 和 空间 中 构造 商 空间 ,这 意味 着 不 同 空间 的 点 可 被 粘 合 . 


15. 乘积 空间 


设 集 族 .ex:={(4,n)1iE7) ,其 中 1 是 集 , 称 为 指标 集 . 集合 
ba 义 : 二 {|f 为 定义 在 1 上 的 映照,f(?) € Xi,i€ 人 
(映照 的 定义 参看 下 节 ) 称 为 集 族 的 .ez 的 第 卡尔 积 ， 当 1 是 有 限 
集 或 无 限 可 数 集 时 , 笛 卡 尔 积 常 记 作 
AlXAhX…X4 或 4 XAhX XAX…. 
特别 , 若 41、4:、…、4. 都 相同 时 可 将 其 统 记 为 4, 而 其 笛 卡 尔 积 则 
记 作 涉 , 
设 有 拓扑 空间 族 {(Xi,7) 1iE7), 在 其 笛 卡 尔 积 
* X;: 一 (ff 为 定义 在 1 上 的 映照 ,f(?) € Xi,i € 7} 


构造 拓扑 如 下 : 取 集 族 
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A= {VX( XN, IE TjED 
作为 拓扑 子 基 ， 其 生成 的 拓扑 + 称 为 材积 拓扑 . 显然 (X ,人 
成 一 拓扑 空间 , 称 为 乘积 拓扑 空间 ， 
记 为 实数 空间 , Fe: 一 六 ,其 中 每 个 及 都 表示 RR， 则 忆 
是 局 部 紧 致 的 可 数 Hausdorff 空间 , 称 为 *- 维 欧 几 里 得 空间 . 
人 中 的 集 族 
(RX XB Xd) XB XK XR eb € PR', 
j 二 1,… mig 二 妃 时 理解 为 空 集 ) 
是 记 的 一 个 子 基 , 而 集 族 
{Ca bX Xa,b))| — Leh<+™, 
j 二 1.3 某 个 (aj,b) 二 GB 时 理解 为 空 集 } 
是 记 的 一 个 基 . 


16， 距离 空间 


设 X 是 一 集合 , 若 对 于 X 中 的 每 一 对 元 素 z.y 都 已 指定 一 
实数 plz,y) 与 之 对 应 且 满 足 : (i) plz,y) 之 0, 且 z=y 当 上 且 仅 当 p 
(zx,9)=0; (ii) plz,9) =py,7); Cii) plz,y)Sp(z,2)+p(2,Y) 
(VY zEX) , 则 (CX,p) 称 为 距离 空间 . 也 简称 X 为 距离 空间 . 

设 z 是 距离 空间 XX 的 一 点 , 则 点 集 

Sr) 一 {y | py <ry €E Xr> 0) 
称 为 z 的 以 7 为 半径 的 球 邻 域 . 

若 距 离 空间 XX 中 的 基本 列 ( 又 称 Cauchy 列 ) 丝 收敛 , 则 称 X 
为 完备 的 . 

设 4 是 距离 空间 X 的 一 个 子 集 . 若 4 中 每 一 点 z 省 有 球 邻 
域 SCz,r)C4, 则 称 4 是 X 的 一 个 开 集 . X 的 全 体 开 集 组 成 xX 的 
一 个 拓扑 , 使 其 成 为 拓扑 空间 . 

非 空 完备 距离 空间 必 为 第 二 类 和 集 . 


8. Riemann 曲面 及 其 上 的 位 势 理 论 


§ 2 连续 映照 


1.， 映照 


设 4.8 是 两 个 集 , 若 4 和 5 之 间 有 一 对 应 关系 f, 使 得 对 十 
任 一 点 a€ 4, 必 有 点 5E€8 与 之 对 应 , 则 称 了 是 定义 在 4 上 的 
映照 , 记 作 了: 4->B, 或 f:a Fxb, 或 5=f(a). 通常 说 映照 f 把 4 
映 入 B. 车 了 (4)=B, 则 说 了 把 4 映 上 有 

对 4 的 子 集 V，, 将 8 的 子 集 {515=f(q),aEW} 称 为 "关于 了 
的 象 , 记 为 f(V); 对 B 的 子 集 UV, 将 4 子 集 {alf(q) EV,aE 4} 称 
为 U 关 于 /的 愿 象 , 记 为 "(VU). 若 下 和 总 分别 为 单 点 集 {z} 和 
{四 时 , 则 分 别 简 记 为 f(z) 二 fCzDD 和 19) 二 三 "(4y)). 


若 8 为 实 或 复数 集 , 则 映照 f: 4>B 也 称 为 定义 在 4 上 的 
函数 . 

在 映照 了 下 , 车 4 的 每 一 点 所 确定 的 象 f(a) EB 是 唯一 
的 , 则 称 f 是 单 值 的 , 否则 是 多 值 的 . 若 逆 映 照 三 为 单 值 的 , 称 
了 为 单价 的 . 单 值 又 单价 的 映照 称 为 一 对 一 的 


2.， 连续 映照 


设 f: 4->B 是 两 拓扑 空间 之 间 的 映照 . 若 中 任意 开 集 U0 的 
原 象 f-'(U) 是 X 中 的 开 集 , 则 称 f 是 连续 的 . 若 了 把 X 的 任 一 
开 集 都 映 成 Y 中 的 开 集 , 则 称 f 为 开 映照 . 

设 5 是 了 的 拓扑 子 基 , 则 映照 了 为 连续 的 当 且 仅 当 对 任意 
ES, 逆 象 广 '(D) 是 X 中 的 开 集 . 

设 X 是 连通 空间 . 了 是 定义 在 X 上 的 非常 数 实 值 连续 函数 ， 
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则 7 必 即 取 到 有 理 数 , 也 取 到 无 理 数 . 
3. 拓扑 映照 


设 f: 4->B 是 一 对 一 的 连续 映照 , 车 其 逆 映 照 也 是 连续 的 ， 
则 称 了 是 一 个 同 胚 (映照 ) 或 拓 扯 映照, 此 时 4 和 B 称 为 辐 且 的 

连通 集 在 连续 映照 下 的 象 仍 是 连通 的 ， 紧 致 集 在 连续 映照 下 
的 象 仍 是 紧 致 的 . 将 紧 致 Hausdorff 空间 一 对 一 映 上 另 一 个 紧 致 
Hausdorff 空间 的 连续 映照 必定 是 个 同 胚 . 

在 同 胚 映照 下 保持 不 变 的 性 质 称 为 拓 扯 性质, 连通 性 和 紧 致 
性 都 是 拓扑 性 质 ， 


14. 一 维 空间 上 的 非 连续 开 映照 的 例子 


下 面 的 例子 说 明 开 映照 未 必 是 连续 的 . 
对 固定 的 整数 4, 对 任 一 自然 数 m, 记 


Po 一 (十 了 十 2 )， 
ey | mm, 2 
Pr 人 生生 + 区 
不 难看 出 从 每 个 长 度 为 1 的 闭 区 间 [n, 十 1] 内 移 去 开 区 间 族 
{Pip |m = 0, 135aeE {0,2}),k = 1,2,°°m} 


的 全 体 区 间 后 所 得 的 余 集 及 正 是 著名 的 对 应 于 闭 区 间 [n,n 十 1] 
的 Cantor 疏 朗 完备 集 ， 现 定义 映照 f: R-( 一 王 ,) 如 下 


*，10 ， Riemann 曲面 及 其 上 的 位 势 理论 


3 一 2 一 天 吉 一 这 到 ， 当 ze Pr， 
f(z) = 其 中 由 一 0, 士 1 一 0.1，; 
a € {0,2} .k= Tns 
0， 当 zE 及 ,其 中 一 0, 士 上, 士 2. 
容易 验证 , /将 每 个 开 区 间 Po 映 成 区 间 〈 一 去 ,去 )， 目 对 于 
Po 中 任 一 趋 于 共 左 端点 (对 应 地 ， 右 端点 ) 的 点 列 {a} ,极限 
limf(z) 存在 且 等 于 一 却 (对 应 地 , 让). 但 这 种 区 间 的 端点 必 属 
于 某 个 Cantor 集 已 ， 其 象 必 为 0. 故 映照 了 非 连续 . 

下 面 证 明 每 个 并 集 在 映照 下 的 象 都 是 开 区 间 (一 方 , 喜 ) 上 
的 开 集 . 为 此 设 6 是 上 的 开 区 间 . 若 有 某 个 区 间 P"… 包含 
0, 则 显然 其 象 是 (一方 , 讨 ) 内 的 一 个 开 区 间 ; 若 任何 区 间 

we 都 不 包含 6, 则 6 必 包 含 某 个 这 类 区 间 的 端点 ， 然 而 
十 某 个 Cantor 集 .又 由 于 该 集 的 疏 朗 性 ,6 必 包 含 某 
个 这 类 区 间 Pi…m， 从 而 其 象 是 (一 十, 廊 ). 综 上 所 述 ,映照 
为 开 映 照 ， 

注 上 面 所 构造 的 函数 /是 有 界 的 如果 不 要 求 有 界 性 ,可 
以 构造 函数 9: RR 一 R' 如 下 : 9 将 RN 及 中 的 每 一 个 构成 区 间 


拓扑 映 上 局 ， 而 将 Ug 中 的 每 一 点 都 映 成 原点 . 则 9 是 非 连续 
的 开 映 照 . 
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33 弧 曲线 


闭 线段 [0,1] 在 拓扑 空间 X 上 的 连续 象 称 为 弧 或 曲线 段 . 
弧 y 可 用 映照 y: p==f() ,0<t<1 表示 , 其 中 了: [0,1]>X 为 连 
续 映 照 . f(0) 称 为 弧 y 的 起 点 , 而 f(1) 称 为 终点 . 

开 线 段 (0,1) 在 拓扑 空间 X 上 的 连续 象 称 为 开 弧 ; 而 闭 线 
段 [0,1] 在 拓扑 空间 上 的 同 胚 象 称 为 Jordan 弧 . 


2.， _ Jordan 曲线 


圆周 在 拓扑 空间 上 的 连续 象 称 为 闭 曲线 . 它 的 同 胚 象 称 为 
Jordan 曲线 . 
有 时 也 说 闭 曲线 是 起 点 和 终点 重合 的 弧 . 


3. 弧 连 通 空间 


若 拓 扑 空间 上 任意 两 点 可 由 其 上 的 弧 连 接 ( 即 此 弧 分 别 以 这 
两 点 为 起 点 和 终点 ), 则 称 此 空间 为 弧 连 通 的 . 劳 空间 有 一 由 绝 
连通 集 组 成 的 基 , 则 称 为 局 部 弧 连 通 的 . 

局 部 弧 连 通 空 间 X 是 弧 连 通 的 当 且 仅 当 X 是 连通 的 . 

Rr 是 局 部 弧 连 通 的 . 


可 
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曲面 拓扑 


$1 曲面 的 基本 群 


1. 流 形 的 基本 概念 


定义 1 若 Hausdorff 空间 8 存在 着 由 同 胚 于 FR 的 开 集 所 组 
成 的 开 和 覆盖 , 则 称 8 为 *- 维 流 形 . 

流 形 是 局 部 弧 连 通 的 , 且 每 个 分 支 是 弧 连 通 的 . 但 流 形 却 未 
必 是 可 数 的 . 

连通 且 紧 致 的 1- 维 流 形 与 圆周 同 目 .可 数 1- 维 流 形 的 非 紧 
致 分 支 与 开 线 段 拓 扑 等 价 . 

定义 2 连通 的 2- 维 流 形 称 为 曲面 , 紧 致 的 曲面 称 为 闭 曲 面 . 
非 紧 致 的 曲面 称 为 开 曲 面 ， 

曲面 S$ 上 的 闭 包 与 闭 圆 盘 同 胚 的 开 集 6 称 为 8 的 
Jordan 区 域 , 在 这 同 胚 映照 下 G 必须 对 应 开 圆 盘 . 

定义 3 曲面 S 上 的 每 一 点 7p 总 有 Jordan( 区 域 的 ) 开 邻 域 . 
称 此 区 域 为 p 的 参数 邻 域 ; 其 对 应 的 平面 开 圆 盘 称 为 参数 圆 ; 其 
对 应 的 同 胚 映照 称 为 参数 映照 

每 个 参数 映照 总 可 以 延 拓 成 更 大 同心 圆 盘 的 同 胚 映 照 . 


第 二 章 ”曲面 拓扑 i 


2， 同 伦 弧 


定义 4 设 拓扑 空间 S 上 两 段 弧 y: ?= 一角 (O) 和 yo: 7p 二 有) 

有 相同 的 起 点 p, 和 终点 Pz， 如 果 存 在 将 闭 方形 
{W|I Oi<1, 0<ue1} 

映 入 5 的 单 值 连续 映照 了 使 满足 条 件 : 

1) f0,0)=f1(0), f0,1)=f200), VY tiELO,1] ;和 

2) f(0,2)=p, f(1,u)=p2, VY u€[0,1], 
那么 称 y, 和 是 辐 伦 的 , 记 作 yyz. 映照 了 称 为 形变 . 为 方便 ， 
也 称 y' 在 形变 了 下 变 上 yz. 

同 伦 关系 是 自 反 、 对 称 和 可 逆 的 . 


定义 5 设 拓扑 空间 8 上 两 段 弧 y: ?一 所 (DO 和 yz: 7 二 (2) 
使 得 1(1) 二 (0), 则 弧 
fi(2D), 当 0<t<1/2; 
wa: ?0 FT fc — 1), 当 1/2<t<1 
称 为 mn 和 y 的 乘积 . 而 弧 

p= 有 (1—0), 0<t<1 

称 为 yi 的 逆 弧 , 记 为 ”一 

若 axa 、p<:p， 则 apxa 1 ， 且 oow 一 由 此 可 见 同 
伦 弧 的 乘积 和 逆 同 样 是 有 意义 的 . 

现在 考虑 连续 实 值 的 非 减 函数 z=T(0) ,0<t<T, 其 中 (0) 
二 0, r(1)=1. 可 得 一 弧 ?一 f(r(GD))， 它 是 由 ?一 ft) 经 复合 参数 
化 而 得 .借助 于 形变 y(t,): 二 ff[(1 一 wt 十 w(t)] 可 知 经 
参数 复合 化 所 得 的 弧 同 伦 于 原 弧 . 


3. 基本 群 
考虑 拓扑 空间 8 上 同一 起 点 0 的 闭 曲线 族 , 将 同 伦 曲 线 看 
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作 是 同一 个 元 素 , 由 此 所 得 的 空间 记 为 罗 o(S). 为 方便 , 同 伦 于 
a 的 曲线 类 仍 记 为 < 同 伦 类 的 乘法 是 可 组 合 的 , 尽管 (ap)y 和 
a(py) 不 是 恒 同 闭 曲线 , 但 却 可 参数 复合 化 . 与 点 0 同 伦 的 闭 曲 
线 类 是 6(S) 的 单位 元 素 , 记 作 1. 显然 qdl 二 1a, 通过 形变 
f(20)， 当 0 志 i (1 一 /2; 
wo-| f(1C— ww)， 当 (1 一 WwW/2<t<0H + /2; 
f(2 一 2D， 当 (1 十 四 /2 过 过 1 
可 知 ao- 一 1 于 是 .多 ol8) 是 群 ,， 称 为 8 关于 原点 0 的 基本 群 . 
若 $ 是 弧 连通 的 , 则 对 S 上 的 任意 两 点 0.C 可 用 弧 " 将 0 
与 0 连接 起 来 . 对 任意 a€ .多 v(S) ,ao 一 cao E .0o(5). 映照 
y9: a-*oao 1! 是 保 积 且 一 对 一 的 ,同时 为 映 上 的 ， 故 映照 p 是 将 
多 o(S) 映 上 .Fo (8S) 的 同 态 映照 . 


定义 6 同 构 于 全 体 群 .6005) 的 抽象 群 称 为 5 的 基本 群 或 
Poincare 群 . 

定理 1 弧 连通 空间 的 基本 群 是 拓扑 不 变 的 ， 

证 设 g 是 将 空间 5 映 入 另 一 空间 5S' 的 连续 映照 ， 对 于 每 
个 S 上 的 弧 六 ?一 7 在 S 上 就 有 由 映照 p of 所 决定 的 与 之 
对 应 的 弧 y . 由 于 同 伦 的 弧 被 映 成 同 伦 的 弧 , 因此 这 一 对 应 可 以 
看 作 是 把 .Fo(S) 映 入 多 wo (S) 的 映照 , 其 中 0' = 二 p(0). 映照 p 
又 是 保 积 的 ， 从 而 是 个 同 态 . 若 p 是 拓扑 映照 且 为 映 上 5' 的 ， 
则 显然 是 映 上 .vo (3S) 的 同 构 . 上 


1 单 连通 
定义 7 基本 群 只 有 一 个 元 素 的 空间 称 为 单 连通 空间 . 


定理 2 空间 是 单 连通 的 . 
证 设 f=(z15z2 呈 sz) 则 好 二 (ri, 妈 2,… ,kx)， 那么 ,以 
原点 0 为 起 点 和 终点 的 闭 曲 线 o: z= 二 f(D)、f(0)==f(1)==0, 在 形 


第 二 章 ”曲面 拓扑 “15 


变 %t,0 一 (1 一 DG 下 必 变 上 曲线 1: f(D)=0. 1 
推论 1 平面 . 闭 圆 盘 . 开 圆 盘 及 星 形 子 域 等 都 是 单 连通 的 . 
5. 曲线 的 指数 


在 复 平面 上 讨论 闭 曲 线 关于 不 在 ”上 的 点 aa 的 指数 . 
设 ” 的 方程 为 :=f(GD)，tE[0,1]. 由 于 了 (4) 冯 w 对 任意 ! 成 
立 , 则 存在 p>>0 使 得 1f(O 一 za|>>p 对 任意 ! 成 立 , 根据 一 致 连 
续 性 , 存在 分 点 4 (=1,2,…,n): 
0= < bn=1 
使 得 当 t€E [est 中 ,有 10D 一 fC0)1<p. 置 


f(ti+)—%0 
fl) 一 zo“ 


因为 lw 一 1| 过 1, 所 以 Re w>>0. 因此 , 存在 使 arg w 二 0 的 唯一 
值 0€ (一 六 ,也 ). 显然 ， >)0. 是 2x 的 整数 倍 . 将 


n(y,20) 一 D0 
称 为 y 关 于 za 的 环绕 次 数 或 指数 . 还 应 指出 n(y,w) 与 分 割 无 
关 . 事实 上 , 设 有 新 分 点 rE (li,ti+1)，, 若 将 关于 [tsr] 和 [rt+ 吕 
的 新 幅 角 分 别 记 为 % 和 9;, 则 有 
0=0 +0+k2r (GEZ)， 
但 由 上 面 知 三 个 角 的 绝对 值 都 小 于 号 , 故 4< 半 , 因此 + 一 0， 这 
说 明 n(y,z0) 与 分 割 无 关 . 


注 若是 不 过 点 逐 段 可 微 的 闭 曲 线 , 则 


1 z 
ny,0) 二 5 2 


w= 
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6， 曲线 指数 的 连续 性 


定理 3 指数 n(y,z) 关于 变量 za 在 y 的 余 集 上 是 连续 函 
数 , 从 而 在 余 集 的 每 分 支 上 是 常数 . 

证 采用 与 上 面相 同 的 记号 并 取 zw 接近 za 使 | 一 zy | 之 p， 
且 对 任意 上 有 |f(O 一 za | 之 p. 对 za 和 zx， 用 相同 的 分 割 来 定义 
nCy,z0) 和 nby,zo ). 置 


QD = a 
Ff — a 
同样 有 lu 一 1|<1， 从 而 ai: 二 arg vi 必 被 唯一 确定 ， 且 满足 关系 
aE (一 二 ,二 ) 但 


了 GD 一 aa .ftD — 0 。 TCD 20 
FO) —a0 flr) — a0 ft) — zo 


故 关于 zo 的 幅 角 % 与 4 的 关系 为 

0! = 二 ar— ot hk: 2n (k € 2Z). 
由 |#| 过 1 可 得 6 一 0. 从 而 >)0 二 >)0.，, 即 得 n(y,zo) 连续 . 由 
于 nly,z0o) 只 取 整 数值 , 则 在 连通 集 上 必 取 常数 . 还 应 当 指出 , 当 
z 属 于 余 集 的 无 界 分 支 时 , 易 证 4(y,w) 一 0. 上 


7. 曲线 指数 在 形变 下 的 不 变性 


定理 4 ” 当 y 作 不 通过 有 的 形变 时 , n(y,zo) 不 变 . 

证 设 f(t,u) 定义 一 个 变形 .又 设 对 任意 {E[0,1] 、 对 任 
意 vE [0,1] 有 了 (4,w) 取 zo 于 是 可 找到 一 个 数 co 之 0 和 子 线段 族 
[st Door 使 1fGtD 一 ap,， 且 对 于 任意 tE [tst+] 和 
任意 xE [wywtt] 有 |fGdO 一 fsa)1<o. 设 4 和 AMW 是 分 别 对 
应 于 4 二 刀 和 Uj+! 的 幅 角 . 取 


f(yiw+) 一 2 
fy) 一 20“ 


化 一 


太一 arg 
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则 有 BE( 一 也, 了 3)， 且 

OC—0= Pr— Bik. 2n (k € ZZ). 
类 似 前 面 推理 可 得 +=0. 因此 > )% 二 >)0. 已 经 得 出 : 当 w 从 
w 变 到 w+ 时 指数 不 变 , 因此 对 应 于 w==0 和 “一 1 的 两 条 曲线 有 
相同 的 指数 .1 


8.， Jordan 曲线 定理 


本 段落 用 8 表示 复 平 面 , 用 人: 一 SU{co} 表 示 复 球面 ， 


定理 5 设 41 和 4 是 两 个 闭 集 , 而 4 门 4 连通. 若 点 和 
b 既 不 被 4 分 隔 也 不 被 4 分 隔 , 则 亦 不 被 4 U 4 分 隔 . 

证 不 妨 设 a 二 0、5 二 co， 由 所 设 必 存 在 连接 0 与 ce 的 红 Ci 
不 与 4 相交 (j=1,2). 因为 SNC) 的 每 个 分 支 不 含 0 和 co， 所 以 
在 SNC; 内 存在 log z 的 单 值 分 支 f(z)， 由 于 连通 集 4. 们 4 恰好 
位 于 S\(C1UC2) 的 一 个 分 支 F 之 中 (车 4 门 4 二 多 , 则 可 取 其 任 
一 分 支 ), 故 可 取 log z 的 单 值 分 支 使 得 在 F 内 , f1(z) 志 f(z). 

因为 紧 集 41\F 与 4s\F 不 相交 , 所 以 可 找到 不 相交 的 开 集 岂 
和 VV 使 得 

A\FC VjCS\C;, j=1,2. 
在 开 集 万 :二 VUV2UF 内 定义 
fi 当 zEV (j=1,2); 
fa2) 一 区 有 二 f(z)， 当 zEP， 
则 了 f(z) 在 万 内 单 值 解析 , 上 且 e ”一 > ， 

假设 4UAi 分 隔 0 与 co, 则 S\C41U 42) 的 包含 点 0 的 分 支 
G 必 有 界 . 用 直径 5<dist(a8 ,ac) 的 正方 形 网 格 覆 盖 平 面 8 使 得 
点 0 是 某 个 正方 形 的 内 点 (参照 Ahlfors [1,P140]). 考虑 6 内 的 
那些 闭 正方 形 . 用 Q. (i=1,…,n) 表 示 其 正 向 边界 , 并 定义 其 周 线 
为 C=Qi 十 … 十 Q@.。 凡 相 邻 的 两 个 正方 形 8、Q8 的 公共 边 必 相 消 ， 
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剩余 的 边 与 2 的 距离 入 6,， 故 位 十 妃 之 中 , 因为 3GCH. 又 由 于 
f(z) 在 内 单 值 解析 , 目 e 一 > 故 盖 ' 一 PP (2)， 从 而 环绕 次 数 


nC,0) = 起 | = 二 | 六 (z)dz= 0. 
但 另 一 方面 , 由 于 0ECN1, 点 0 是 某 个 正方 形 的 内 点 , 因此 
n(C,0) = nC,0) =1. 
:=1 


矛盾 . 由 此 可 见 4 U4: 不 能 分 隔 0 与 oo. | 

推论 ”如果 J/ 是 Jordan 弧 , 那么 SY 必 连 通 . 

证 设 给 定 两 点 4a.bEJ, 要 证 它们 不 被 7 所 分 隔 . 

把 J/ 划分 成 一 些 足够 小 的 子 弧 i(k 二 1,…,m)，, 使 每 段子 弧 
位 于 一 个 不 含 a.b 的 圆 盘 之 中 ， 由 于 这 些 子 弧 都 不 分 隔 a 和 心 
且 小 和 J 恰 有 一 个 公共 点 , 故 由 定理 5 可 知 J1UJ; 不 分 隔 a 和 
4; 同 理 可 证 , J4UJ2zUJs 也 不 分 隔 a 和 4b; 如 此 不 断 类 推 , 即 可 知 
J 二 J1U…UJ. 不 分 隔 a 和 6b. 1 


定理 6 (Jordan 曲线 定理 ) 设 JCS 是 一 条 ( 闭 )Jordan 曲线 ， 
则 K&\J 恰好 有 两 个 分 支 , 并 且 每 个 分 支 都 以 J 为 边界 ， 

有 界 的 分 支 称 为 内 区 域 , 而 包含 oo 的 分 支 称 为 外 区 域 . 

证 1) 设 C 是 KW 的 任何 一 个 分 支 , 要 证 30=J. 

显然 0CJ, 下面 证 0 二 /为 此 设 5EJ、zEG. 取 J 的 子 
弧 J 使 得 

4《E JJ CD= {ze—z|<i/n) (= 1,2,.). 

由 上 面 推论 可 知 余 弧 J," 二 J\J 不 分 隔 6 和 zo. 因而 存在 一 条 从 
有 到 6 的 曲线 ,不 与 J 相交. 设 a 是 已 与 a0, 的 第 一 个 交点 . 
位 于 P, 上 有 与 有 之 间 的 弧 段 既 不 与 Jv 也 不 与 jw 相交 , 故 可 得 
EG， 又 因为 >6， 所 以 可 得 56E90, 从 而 7 二 96. 

2) 在 /上 取 适 当 的 两 点 61、6z, 使 得 连接 61、62 的 直线 段 
与 了 没有 其 它 交点 . 设 J 和 "分 别 是 了 上 从 到 1 和 从 纪 到 
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的 两 段子 弧 , 则 C: 二 J' U 是 一 条 ( 闭 )Jordan 曲线 . 选取 一 个 
以 ! 的 中 点 为 心 的 圆 盘 Do, 使 其 同 C 仅 在 ! 上 相交 . 设 G'、c: 是 
K\C 的 两 个 分 支 , 它们 分 别 包含 构成 集合 PN 一 DaNC 的 两 个 半圆 
盘 , 根据 1)，K\C 不 存在 其 它 分支 . 

现在 证 明 G1 关 Gs. 若 不 然 , 则 两 点 24€G 站 Do 和 z%2€ G2 门 Do 
不 被 C 所 分 隔 . 又 由 于 它们 不 被 (C\Do) U apo 所 分 隔 , 并 且 这 两 
个 集 具有 连通 的 交集 CN\Du, 故 由 定理 5 可 知 a 和 2 不 被 它们 的 
并 CUapDLUaDp 所 分 隔 . 显然 矛盾 . 因此 KNC 恰 有 两 个 分 支 G 
和 Gz. 

3) 设 D 是 以 J 上 某 点 为 心 的 圆 盘 , 使 得 m 站 UUJ")=2. 
下 面 证 明 , 任意 两 点 ww€EGIND 、wz€ G2 站 PD 均 被 /所 分 隔 , 如 
车 不 然 , 由 于 ("UD 站 J7=J" 连 通 , 而 wi 和 ws 不 被 "UL 所 分 
隔 , 则 由 定理 5 可 知 wi 和 wr 不 被 (J"UDUJT=JUL 所 分 隔 , 但 
Gl 和 6G; 是 K\(J' UO 的 不 同 分 支 . 这 是 不 可 能 的 . 由 此 可 见 ,J 
的 余 集 KW 至 少 有 两 个 不 同 分 支 HJ!、H; 使 得 w€ HI、 wz€ HH. 

设 刀 是 K\ 的 任意 一 个 分 支 . 根据 ), J 是 万 的 边界 , 故 
存在 wEHNP . 但 8NP CGUG, 于 是 ww 必 属 某 个 G 从 而 ww 
和 w 既 不 被 /UL=C 所 分 隔 , 也 不 被 "UL 所 分 隔 ， 显 然 它们 
的 交集 (J' UOm("UO=: 是 连通 的 ,于 是 根据 定理 5, w 和 ww 
不 被 (7 UDU CUD==JUL 所 分 隔 , 因而 不 被 7 所 分 隔 , 由 此 
可 见 =H, 于 是 K\J 仅 有 两 个 不 同 的 分 支 , 最 后 , 由 1) 即 可 
知 3 一 930 一 了 1 

注 从 第 三 章 8 3. 4 将 证 明 的 Riemann 映照 定理 可 得 : 区 
域 C 是 Jordan 区 域 当 且 仅 当 6 是 某 Jordan 曲线 的 内 区 域 . 

推论 1 若 ,/ 是 分 段 光 滑 的 Jordan 曲线 , 则 在 7 的 内 区 域 里 
n(J,w) 三 土 1, 而 在 J 的 外 区 域 里 4(7,w) 一 0. 

证 上 面 定理 证 明 的 3) 中 给 定 两 点 wi、w: 分 属 K\J 仅 有 的 
两 个 不 同 分 支 . 点 w; 同 meN 两 分 支 之 一 的 一 个 适当 的 点 二 属于 
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K\C 的 同一 个 分 支 . 因为 a(" 一 4,w,) 二 0, 所 以 
n(J,w)) = n(C,w)) = n(C,z). 

又 显然 有 n(C,zz) 二 n(C,z1) 土 1|， 而 在 K\J 的 无 界 分 支 上 必 有 
n(J,z) 二 0, 故 推论 1 得 证 . 1 

推论 2 设 GCs5 是 区 域 , 而 H 是 Jordan 区 域 . 若 26CH， 
则 GCH. 

证 设 H' 是 Jordan 曲线 35 的 外 区 域 . 因为 H* 门 9#8= 儿 、 
G 连通 且 ooE H*、ooEG, 所 以 GCK\H"* = 有. 又 由 于 6 是 开 集 ， 
故 GCH. 中 


9， 穿孔 平面 的 基本 群 
平面 去 掉 一 点 叫做 穿孔 平面 . 它 与 圆 环 同 胚 


定理 7 穿孔 平面 的 基本 群 是 无 限 循环 群 . 

证 采用 复数 记号 . 设 z=0 被 控 去 . 取 z 一 1 为 闭 曲 线 的 起 
点 . 用 参数 方程 =e”' 表示 单位 圆 , 记 作 a 

首先 从 z==1 出 发 的 任 一 条 闭 曲线 可 中 心 投影 到 {z| |z|=1} 
上 的 一 条 曲线 而 被 变形 . 其 次 , 借助 于 一 致 连续 性 , 任 一 条 这 样 
的 曲线 y 可 以 写 做 yy…y， 其 中 每 个 y 或 者 不 通过 > 一 一 1 或 者 
不 通过 z=1. 容易 看 出 每 个 * 可 以 变形 为 它 的 两 端 投影 间 的 圆 弧 
之 一 . 假设 变形 已 进行 且 用 同样 记号 y 表示 这 圆 弧 . 对 2<k<n， 
把 从 1 出 发 的 沿 {z| |z|=1) 至 未 之 起 点 的 圆 弧 之 一 记 作 04. 置 
=0+1=1， 则 

yA (op) (02y203 ) "(Opi01) 

每 个 因子 (owea11) 由 三 段 弧 组 成 . 对 所 有 可 能 情况 进行 检验 ， 
可 发 现 它 同 伦 于 1、a 或 a-'. 因此 y 同 伦 于 短 ee 

还 要 证 明 当 m 关 0 时 wv 不 同 伦 于 1. 事实 上 , 显然 有 nCa",0) 
二 mw 和 (1,0)==0, 故 ozl 当 且 仅 当 m=0. 上 8 
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注 本 定理 证 明 过 程 对 开 或 闭 的 圆 环 仍然 有 效 . 
10.， 映照 的 度数 


设 p 是 定义 在 复 一 平面 上 开 集 D 的 复 值 连续 函数 . 对 于 点 
zaED, 若 有 aa 的 邻 域 『 使 得 当 z 关 如 时 p(z) 关 p(zo), 则 称 9 在 
点 是 正则 的 . 记 8={z10 过 |z|<r}), 其 象 pC(8) 记 为 2 ， 那 么 
有 w=p(z0) 已 9， 且 9 确定 一 个 把 多 (8) 映 入 多 (8 ) 的 同 态 
映照 8, 它们 都 是 无 限 循环 群 ， 事实 上 它们 分 别 产生 于 圆周 

a: 一 (zlz 一 z 一 Ca 一 ze 和 
pb: = {wlw — w= (0— wo)e”™''), 
其 中 5=p(a), a€ 99. 

若 有 整数 d 使 得 6(a) 一 大, 则 由 BC) 二 pr 可 知 B 被 完全 
确定 . 若 4=0, 则 多 (8) 被 映 入 多 (8 ) 的 单位 元 素 ， 又 由 于 
Bl) 二 Pr 一 1 蕴含 m 一 0, 所 以 当 d 关 0 时 就 得 到 一 个 把 .多 (9) 
映 上 Fr 所 产生 的 子 群 的 一 个 同 构 映照 . 

数 4 二 dp) 称 为 映照 在 点 za 的 度数 ， 它 既 不 依赖 于 aE 9 的 
选择 , 也 不 依赖 于 8 的 选择 . 

车 映照 在 wo: 二 p(w) 点 正则 , 则 yo9 在 点 aa 正则 且 

d(y°9) = dW dp). 

如 果 gp 是 同 胚 映照 , D 是 个 区 域 , 则 p(D) 是 开 的 . 同样 可 以 
定义 o' 的 度数 ， 

显然 wp)d(o- 一 1， 则 由 9 为 同 胚 知 4(y) 二 土 1. 

定理 8 ”区 域 的 拓扑 映照 的 度数 恒 为 十 1 或 一 1. 

度数 为 十 1 和 一 1 的 拓扑 映照 分 别称 为 保 向 的 和 逆向 的 . 


11， 曲面 的 可 定向 性 
可 被 拓扑 映 上 平面 开 集 的 曲面 区 域 称 为 平面 型 区 域 . 
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将 实现 上 述 映照 的 同 胚 4 分 成 两 类 . 为 此 规定 h 和 刀 是 同 
类 当 目 仅 当 hz' 是 保 向 的 . 记 AP) 一 Re h(p) 一 Im h(p). 由 于 
映照 ho ! 是 逆向 的 , 所 以 与 所 不 在 同一 类 里 .对 十 任意 映照 
各 hehr! 和 hohr' 中 必 有 一 是 正 向 的 , 故 说 明 恰 有 两 大 类 存在 . 

选择 两 类 之 一 作为 正 向 类 就 规定 了 这 平面 型 区 域 的 定向 . 

定向 区 域 V 的 子 集 VW 可 由 诱导 出 定向 ,两 相交 平面 型 区 
域 岂 与 户 在 共同 子 区 域 上 诱导 相同 定向 时 称 它 们 是 相 容 的 


定义 8 ”曲面 称 为 可 定向 的 , 如 果 可 以 在 的 每 个 平面 型 
区 域 上 规定 正方 向 , 使 得 任意 两 个 相交 的 平面 型 区 域 的 定向 都 是 
相 容 的 .否则 , 称 曲面 7 是 不 可 定向 的 

可 定向 性 是 拓扑 不 变 的 .曲面 可 分 成 可 定向 与 不 可 定向 两 大 
类 . 众所周知 的 不 可 定向 曲面 的 典型 例子 是 Mabius 带 . 

可 以 证 明 , 可 定向 曲面 有 且 仅 有 两 种 不 同 定向 . 

如 有 果 可 定向 曲面 有 一 由 平面 型 区 域 组 成 的 开 烤 盖 , 若 给 这 
族 区 域 用 相 容 方法 定向 , 则 曲面 的 定向 即 被 确定 . 


12. 镶 边 曲面 


定义 9 设 作 是 曲面 的 一 子 集 若 任意 一 点 PE 了 都 有 邻 
域 记 与 平面 单位 圆 盘 同 胚 且 使 得 友人 三 恰好 与 圆 盘 直 径 相 对 应 ， 
则 称 荆 是 的 一 维 子 流 形 . 

定义 10 设 五 是 非 曲 面 的 连通 Hausdorff 空间 , 若 不 上 的 每 
一 点 了 都 有 邻 域 7, 与 闭 上 半 平 面 的 一 个 相对 开 集 U: 同 胚 , 则 称 
下 是 镶 边 曲面 . 

设 xEF. 车 p 有 并 邻 域 1 使 得 与 其 同 胚 的 闭 上 半 平 面 万 之 
相对 开 集 U: 是 由 万 的 内 点 组 成 , 则 z 的 每 个 开 邻 域 必 有 相同 性 
质 . 将 具有 这 种 性 质 的 点 的 全 体 记 为 P, 并 记 aF 二 F\F. 易 知 玉 
和 经 总 可 被 分 别 映 入 开 上 半 平 面 和 实 轴 . 将 称 为 F 的 内 部 ， 
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显然 7 是 一 开 曲 面 . 将 9F 称 为 F 的 边界 , 而 9F 的 分 支 称 为 
Ee 显然 , 9F 可 看 成 是 一 维 子 流 形 , 而 每 个 紧 围 道 必 为 Jordan 
线 . 

今后 凡 涉及 镶 边 曲面 的 概念 , 式 子 F=FUGr 均 表 示 F、9F 分 
别 是 锐 边 曲面 的 内 部 、 边 界 . 

若是 紧 致 的 , 则 az 可 看 成 是 的 理想 边界 8(F) 的 实现 ， 
若 志 是 非 紧 致 的 , 则 ( 非 空 )aF 只 是 的 理 息 边 界 (7) 的 部 分 实 
现 , 而 8(F) 的 其 余部 分 即 为 的 Alexandroff 点 B(F). 


定义 9 车 曲面 7 的 子 区 域 6 与 它 的 外 部 有 相同 的 边界 全， 
且 了 是正 的 一 维 子 流 形 , 则 说 6 (被 ) 正 则 嵌入 曲面 7. 若 G 具 有 
紧 闭 包 , 目 其 余 集 的 各 分 支 都 是 非 紧 致 的 ， 则 称 6G 为 7 的 

设 到 :=FUaR 是 馈 边 曲面 , 而 :二 FiU9F 是 与 之 同 凸 的 拓 
扑 空间 ,又 设 p: ->F 是 同 虾 映照， 对 任意 9€7, 设 其 参数 映 
照 为 z=A(9)， 对 任意 5E 而 ， 若 对 应 于 :一 (7)， 将 了 参数 映照 
取 为 有 (四 二 可 太 ， 则 说 是 由 关于 边界 ap 对 称 复制 而 成 的 
对 称 面 或 对 称 象 ; 而 7 称 为 7 的 对 称 点 或 对 称 象 . 现 将 FU 9P 
和 FiUaF, 沿 a 粘 合 , 由 此 获得 一 曲面 , 记 为 总 事实 上 , 注意 
到 gr 的 点 与 其 在 am, 上 的 对 应 点 有 相同 的 ( 实 ) 坐 标 . 因此 对 任意 
7EF, 车 记 3=p(7), 则 7.7 分 别 有 邻 域 让 六 被 人 hh 分 别 同 肝 映 
成 单位 圆 盘 的 上 、 下 半 闭 半圆 盘 ， 于 是 YUP 即 为 的 参数 邻 域 . 
这 就 证 明了 户 是 一 曲面 .将 曲面 记 称 为 关于 9F 的 Schottky 
双 倍 ( 面 )， 由 此 可 得 下 面 定理 ， 

定理 9 ”每 一 个 锐 边 曲面 都 可 被 正则 嵌入 某 一 曲面 ， 且 若 
万 是 紧 致 的 , 则 它 可 被 正则 嵌入 某 一 闭 曲面 
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§2 和 覆盖 面 


1.， 光滑 覆盖 面 


定义 1 设 F 是 连通 Hausdorff 空间 , 了 是 将 F 映 入 曲面 7 
的 映照 . 如 果 对 任 一 点 ipEF, 有 邻 域 六 被 了 拓扑 映 上 po: 二 了 (7o) 
的 一 个 邻 域 了 F, 则 称 (F,f) 是 曲面 7 的 光滑 履 盖 面 . 

显然 , 了 是 连续 的 , 且 开 集 被 映 为 开 集 . 事实 上 , 设 关上 有 开 
集 0, 对 任 一 点 zzEO, 取 m: 一 f(zo) 的 一 个 开 邻 域 FoCF, 则 Zi: 
二 7!(Vo) 门 0 是 开 集 . 那么 DCP) 和 Uo: 二 f(D0o) 都 是 开 的 , 且 
为 相互 拓扑 对 应 .从 而 fCpo) EUVoCfCO)， 故 fK(O) 是 开 集 . 


2. 射影 \ 弧 的 提升 


设 (7,f) 是 曲面 7 的 光滑 嫉 盖 面 , 而 y: 7 一 9(C0) (0<t<1) 
是 上 给 定 的 一 段 弧 . 那么 7》 在 7 上 的 象 y= 了 (7) 必 为 满足 关系 
7 二 了 (5()) (0 入 ( 委 1) 的 弧 , 称 为 弧 y 在 上 的 射影 .反之 , 若 先 
给 定 上 的 弧 y: ?=p() ,0<L<1, 任 一 段 以 po 为 起 点 、 以 y 为 
射影 的 上 的 统 7 称 为 从 加 出 发 的 弧 ”在 关上 的 ( 弧 ) 提 升 . 

定理 1 在 光滑 覆盖 面 上 , 任意 两 条 从 同一 起 点 出 发 的 同一 
段 弧 的 ( 弧 ) 提 升 是 恒 同 的 . 

证 设 这 两 个 ( 弧 ) 提 升 由 和 次 给 出 , 置 

B= (9 一 和 (4E [0,1)}. 
由 于 页 和 冤 是 连续 的 , 且 是 Hausdorff 空间 , 则 为 闭 集 . 下 
面 将 证 明 8 也 是 相对 开 的 . 设 i€ 8, 考虑 由 gi(4o) 二 Bo(to) 决定 
的 邻 域 F， 以 及 与 之 对 应 的 点 p(to) 和 邻 域 了 .由 于 对 应 为 一 对 
一 , 则 可 找到 一 4 的 邻 域 WW 使 (WO)CP.P(Wo)CP. 由 于 它们 
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有 相同 投影 , 则 p10) 二 e042) ,LE 这 就 证 明了 5 为 相对 开 集 . 
但 0€E, 则 B=[0,1]. 1 


3. 正则 覆盖 面 


定义 2 设 记 是 曲面 的 光滑 欧 盖 面 . 若 对 于 曲面 R 上 的 任 
一 条 弧 y, 了 上 的 从 盖 在 y 的 起 点 上 的 点 出 发 的 任 一 ( 弧 ) 提 升 者 
存在 , 则 称 是 曲面 P 的 正则 洲 盖 面 . 

为 分 析 这 一 定义 , 考察 ( 弧 ) 提 升 不 存在 的 情形 . 设 y 和 高 已 
给 定 . 容易 看 出 满足 下 面条 件 的 点 mE [0,1] 组 成 之 集 是 相对 开 
的 : 对 于 点 ,存在 着 从 如 出 发 沿 着 对 应 于 [0,40] 的 子 弧 的 ( 弧 ) 
提升 . 事实 上 , 著 3(D) 定义 在 [0,4], <1, 则 可 以 确定 5(40) 
和 yt) 的 一 一 对 应 的 邻 域 ， 利 用 这 一 对 应 性 , 5C0) 可 越过 4 连 
续 延 拓 ， 如 果 假 设 不 存在 ， 的 ( 弧 ) 提 升 , 可 得 出 满足 条 件 的 集 是 
半 开 线段 [0,7), 其 中 0<r<1. 

函数 多 定义 在 [0,7) 上 . 应 指出 , 当 上 趋 于 时 50) 趋 于 
的 理想 边界 . 否则 , 必 存 在 一 紧 集 CCF 和 一 值 列 4->r 使 5(4) 
EC, 于 是 可 以 选取 一 子 列 使 5%(4) 收敛 于 某 一 点 aE€C, 根据 
连续 性 可 得 a 二 (6) 一 p(r)， 现 选取 ie 的 对 应 邻 域 P, 了 ， 且 记 
广 ! 为 了 关于 了 的 限制 的 反 函 数 ,存在 Y < 使 得 对 tE [r ,可 
有 pCDEV. 著 在 [r ,可 中 置 5 广 op 则 区 从 [0,r] 被 延 拓 
到 [0, 可 .这 与 r 的 定义 矛盾 , 论断 得 证 . 

称 pC7) 为 了 的 渐 近 值 ， 由 广 0<t<r 所 描绘 的 路 径 是 对 应 
的 确定 渐 近 路 径 ， 正 则 覆盖 面 是 不 存在 确定 浙 近 路 径 的 光滑 闭 盖 
面 . 特别 , 由 于 紧 致 曲面 没有 理想 边界 , 故 紧 致 的 光滑 福 盖 面 总 
是 正则 的 . 


4.” 单 值 性 定理 
定理 2 ( 单 值 性 定理 ) 设 (7, 了 ) 是 曲面 7 的 正则 覆盖 面 . 
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车 yj 各 是 RF 上 的 从 a 到 的 同 伦 弧 , 则 它们 对 应 的 从 盖 在 a 
上 同一 点 & 出 发 的 ( 弧 ) 提 升 六 和 六 必 终 止 于 同一 点 到 而 且 广 
和 为 在 上 是 同 伦 的 . 

证 设 定义 在 {(4,wWD)10<i<1, 0<u<1) 上 的 p(w) 是 多 
到 y» 的 变形 ， 如 果 可 以 构造 一 个 连续 函数 p(t,w) 使 得 B=9 而 且 
FC0,0) 二 a， 那么 定理 得 证 . 事实 上 , 此 时 w%(0, 和 YL 必定 
分 别 退 缩 于 常 值 s 和 六 而 ?一 9(t,0) 和 7 一 9Gt,1) 将 分 别 是 六 
和 疡 的 方程 . 

对 任意 固定 的 4, 定义 p(t,w) 是 沿 着 曲线 ?一 wp(t,z) 从 起 始 
点 a 出 发 的 ( 弧 ) 提 升 . 必须 证 明 p(t,u) 关于 双 变量 是 连续 的 . 

对 给 定 的 wm, 设 请 是 具有 下 面 性 质 的 全 体 rE [0,1] 所 成 之 
集 : 对 这 些 r, 9 关于 {(4,w) 10 过 tT, 0<u<1) 的 限制 在 线段 

{Quo)10<t+) 上 是 双 变 元 连续 的 . 将 证 明 1 属于 由 ww 任 
意 性 即 得 9 在 闭 单位 方形 内 的 连续 性 . 

的 定义 使 得 或 是 半 开 线段 [0,10) 或 是 闭 线段 [0,t],， 对 
这 两 种 情形 , 各 自选 取 9(to,xo) ，p(toyzo) 的 开 邻 域 PF 了,V 使 它们 
相互 拓 朴 对 应 . 记 广 ' 为 了 的 取 值 于 产 逆 元 在 站 上 的 限制 . 则 存 
在 5>0 满足 : 

(1) 当 |t—t|<5 上 且 lx 一 al 一 56 NH, pgU WW EV ; 

(2) 当 | 一 to|<6 时 , $5(1,u) EY. 

不 言 而 喻 , 内 要 考虑 单位 方形 内 的 点 〈t,z)， 

如 果 是 闭 线段 时 ,那么 选择 4=t; 如 果 B 是 半 开 时 , 那 
么 选择 一 6<4<t. 由 于 六 是 开 的 , 且 Ya 关于 4 在 w=w 点 
连续 , 故 可 找到 一 正 数 <5 使 得 当 14 一 w|<7 时 , Bp(twD) EP. 
对 这 些 值 , 即 有 (wD 二/-'(gp(t,w)). 在 矩形 

{W110<tZit6, 一 如 | 到 外 
的 处 在 单位 方形 中 的 那 部 分 上 , 定义 函数 p(tyw) 如 下 : 当 1 
时 它 等 于 FCG60wW) ; 而 当 th 时 等 于 扩 '(p(t,w)). 则 对 固定 的 
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& 关于 上 连续, 且 p= 二 Pp. 根据 连续 的 唯一 性 , mw 与 9 一致 , 而 
且 可 得 出 5 关于 双 变 元 在 线段 (Cw) 10 入 (过 十 9} 处 于 单位 闭 
方形 的 那 一 部 分 上 是 连续 的 . 这 与 的 定义 矛盾 , 除非 B 是 闭 的 
上 且 4=1. 因此 1 属于 5 1 

下 面 的 定理 可 看 做 单 值 性 定理 的 推论 

定理 3 ”如果 (F,J) 是 单 连 通 曲 面 7 的 正则 获 盖 面 , 则 了 是 
把 天 上 映 上 的 同 及 映 照 . 

证 选择 点 iaEF, 设 a€F 是 它 的 投影 对 任 一 点 5E FP, 可 
以 从 点 a 到 5 引 一 条 统 y. 于 是 , 在 上 从 a 出 发 的 y 的 ( 弧 ) 提 
升 必 终 止 于 盖 在 4 上 的 点 有. 因此 F 上 的 每 一 点 都 是 六 上 的 点 的 
投影 . 

设 如.iz€EF 有 同样 的 投影 a. 用 弧 y 把 刀 和 a 相连 , 它 的 投 
影 是 闭 曲线 , 记 为 > 显然 ,是 从 局 出 发 的 y 的 ( 弧 ) 提 升 , 单 连 
通 性 蕴含 y 是 同 伦 于 1 的 . 根据 单 值 性 定理 a= 已 证 明了 了 
是 一 对 一 的 , 故 必须 是 双方 连续 的 ，1 


5. 分 支 覆 盖 面 


先 从 单位 圆 的 分 支 材 盖 面 着 手 . 
对 正 整 数 m, 映照 w=zz 将 单位 圆 {z|1z1<<1} 映 上 单位 圆 
{w| lw| 过 1) 使 得 每 一 点 w( 取 0) 有 mm 个 逆 象 w”, 而 :二 0 只 对 


巴 盖 面 ， 称 m 为 支点 的 重 数 ,而 m 一 1 称 为 支点 的 险 . 
现在 将 带 有 支点 的 覆盖 面 的 概念 进行 推广 . 


定义 3 设 连 续 映 照 了 将 局 部 紧 连 通 的 Hausdorff 空间 己 映 
入 曲面 .如 果 对 每 一 点 jE 太 都 有 邻 域 了 使 得 GPNtzi) ,了 ) 是 曲 
面 PN4f(Go)) 的 光滑 覆盖 面 ,那么 称 产 是 F 的 一 个 覆盖 面 ， 

显然 光滑 缆 盖 面 必 为 覆盖 面 . 这 一 点 说 明 这 定义 的 合理 性 . 
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为 直接 从 定义 得 出 某 些 结果 , 先 确定 一 包含 在 六 中 的 的 
紧 致 邻 域 7. 7 的 边界 被 了 映 上 一 闭 集 B, 它 不 包含 po: = 了 (70). 
因此 , 可 以 在 上 找到 一 个 Jordan 区 域 4 使 它 包 含 p 目 与 8 不 
交 ,，/-'(4) 的 包含 i 的 分 支 4 不 可 能 与 了 的 边界 相交 ,因此 它 
包含 在 了 中 ,从 而 是 相对 紧 致 的 . 

记 4 一 必 Ntzo)， 宙 二 人 {Po})， 则 (Zo, 有 7 是 和 的 正则 覆盖 . 其 
光滑 性 是 显然 的 , 下 面 证 明 其 正则 性 ， 否则 , 必 有 4 内 一 弧 y 使 
对 应 盖 在 其 上 有 一 确定 渐 近 路 径 》 导出 一 渐 近 值 mnE4o. 设 W 
(C4o) 是 pi 的 一 紧邻 域 , 则 沿 经 7 的 动 点 自 某 一 时 刻 起 后 必 落 
在 了 -!(W) 内 . 由 假设 7 不 能 包含 在 任何 紧 集 内 , 故 包含 》 的 端 
点 部 分 的 分 支 必 是 非 紧 致 的 . 但 另 一 方面 , 若 将 了 在 4 上 的 限制 
记 为 g, 由 于 的 边界 与 7'(W) 不 相交 , 则 

gM) = WN A= WW) NA 
从 而 , g-1(W) 在 产 上 是 紧 致 的 . 故 作为 的 子 集 g-'(W) 仍 为 紧 
致 的 ,了 矛盾， 

将 此 写成 下 面 引 理 . 

引 理 1 设 是 的 一 个 类 盖 面 . 则 任何 一 对 对 应 点 PE 
和 NEF 必 分 别 包含 在 一 对 相对 紧 致 的 区 域 4 和 4 中 , 而 且 还 
有 ,，(Z\{o} ,让 是 个 {m)} 的 正则 覆盖 . 特别 4 可 选 为 Jordan 区 域 . 


6. 完全 和 覆盖面 


对 任意 六 盖 面 可 以 完全 类 似 于 光滑 攻 盖 面 的 方法 来 定义 沿 某 
弧 的 ( 弧 ) 提 升 . 然而 唯一 性 只 有 对 那些 不 通过 支点 的 ( 弧 ) 提 升 才 
成 立 . 为 此 不 必 建 立 任意 覆盖 面 的 关于 ( 弧 ) 提 升 的 研究 。 代 之 以 
正则 性 质 的 概念 是 所 谓 的 完全 性 . 


定义 4 覆盖 面 (7,f) 称 为 完全 的 , 如 果 对 每 一 点 mnEP 都 
有 和 邻 域 V 使 得 广 '(Y) 的 每 一 分 支 都 是 紧 致 的 . 
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事实 上 闭 盖 面 的 完全 性 与 正则 性 有 着 密切 的 联系 ， 类 似 于 前 
面 的 讨论 , 如 果 ( 弧 ) 提 升 不 存在 , 同样 可 以 证 明 存 在 一 条 确定 渐 
近 路 径 且 寻找 出 一 个 渐 近 值 , 但 相反 的 结论 并 不 成 立 , 即 尽管 
( 弧 ) 提 升 总 是 可 能 存在 , 而 渐 近 值 仍 可 以 存在 . 

但 对 于 光滑 覆盖 面 , 上 述 性 质 却 是 充分 必要 的 . 

定理 4 光滑 绪 盖 面 疡 是 正则 的 当 且 仅 当 六 是 完全 的 ， 

证 设 (8,7) 不 是 严 的 正则 覆盖 面 , 则 有 一 确定 渐 近 路 径 7 
导出 一 渐 近 值 po. 设 Y 是 po 的 任 … 邻 域 , 则 路 径 7 自 某 一 点 后 落 
在 f'(V) 的 一 个 分 支 内 . 由 假设 》 不 能 包含 在 任何 紧 致 集 内 , 因 
此 包含 了 的 端点 部 分 的 分 支 不 能 是 紧 致 的 故 六 不 是 完全 覆盖 ， 

设 (7,f) 是 下 的 正则 覆盖 面 . 又 设 4 是 包含 pnEF 的 Jordan 
区 域 , 而 TC4 是 的 紧邻 域 . 考虑 f7'(Y) 的 任 一 分 支 如 果 
证 明 P? 是 紧 致 的 , 则 必要 性 得 证 . 

由 半 P 包含 在 广 '(4) 的 某 分 支 了 中 , 而 (3, 了 ) 是 4 的 正 见 
履 盖 . 据 单 值 性 定理 ,，4 的 单 连通 性 列 含 着 了 在 4 的 限制 是 一 同 
胚 . 用 g 记 这 一 限制 , 其 单 值 逆 为 7', 则 了 Cg (GD，9 (2 作 
为 紧 致 集 的 连续 象 仍 是 紧 致 的 . 但 因为 了 是 闭 集 广 '(V) 的 分 支 ， 
所 以 是 闭 的 . 由 此 了 作为 紧 致 集 的 闭 集 必 是 紧 致 的 ，1 

下 述 推论 作为 正则 覆盖 的 一 个 判别 法 是 特别 有 用 的 . 

推论 。 对 的 一 个 光滑 覆盖 (7, 了 ), 设 G 是 上 的 一 区 域 ， 
又 设 站 是 广 '(G) 的 相对 紧 的 分 支 , 则 (6, 了) 是 6G 的 正则 覆盖 . 

证 对 mEG, 设 V 是 np 的 包含 在 G 中 的 紧邻 域 . 为 方便 ， 
记 关于 5 的 限制 为 . 由 于 人 是 广 '(G) 的 分 支 , 那么 它 的 边界 
点 不 属于 广 '!(C), 更 不 属于 "(1). 则 

grI) 一方 (P) 站 = 和 三 (7) 站 6. 
但 三 '(Y) 是 闭 的 , 且 5 是 紧 致 的 , 因此 它们 交 g-'(Y) 在 ”上 是 
紧 臻 的， 从 而 在 56 上 也 是 如 此 . 由 此 得 出 上 具有 定义 4 所 属性 


30 Riemann 曲面 及 其 上 的 位 势 理论 


质 , 由 定理 4, (6,f) 是 正则 有 覆盖 . 1 

完全 闭 盖 具有 下 面 性 质 . 

定理 5 r 的 完全 闭 盖 (7, 了 ) 困 盖 的 每 一 点 具有 相同 的 
次 数 ， 只 要 分 支点 按 它 的 重 数 计算 次 数 . 

证 首先 证 明 严 的 每 一 点 至 少 被 畴 盖 一 次 ， 否 则 投影 fCP) 
必 传 有 边界 点 pp， 选择 mm 的 一 个 邻 域 使 得 大 '(G7) 是 紧 致 的 . 
然后 选 一 连通 开 邻 域 VCY. 设 C 是 廊 '(C0) 的 一 个 分 支 , 则 C 是 
开 的 ， 且 为 相对 紧 致 的 . 由 于 映照 是 连续 的 , 且 把 开 集 上 映 入 开 
集 , 故 f(C) 是 开 的 , 而 f(C) 是 闭 的 . 但 C 不 会 与 广 '(0) 的 其 
它 分 支 相交 , 因此 了 (0) 二 1(O) 0 从 而 f(C) 在 VU 中 是 相对 闭 
的 . 由 于 VU 是 连通 , 就 有 了 (C) 一 VU, 这 与 p 是 f(F) 的 边界 点 这 
一 假设 相 矛 盾 . 

现在 考虑 一 点 YE， 设 它 至 少 被 覆盖 次, 也 就 是 说 , 如果 
4 上 的 全 体 点 记 为 {4}， 则 它们 的 重 数 之 和 三 x 对 

和 g, 将 按 引 理 1 所 确定 区 域 分 别 记 为 未 和 4。 显然 未 可 以 选取 
相互 不 交 ， 则 对 每 个 包含 在 所 有 4 的 交集 里 的 点 7( 天 9) 至 少 被 
4 个 点 所 芳 盖 .因此 至 少 被 米 盖 次 的 点 所 成 之 集 M 是 开 的 . 

M 的 余 集 是 由 所 有 至 多 被 覆盖 一 1 次 点 组 成 . 设 9EM 是 
这 变 点 , 且 被 菜 些 % 所 著 盖 . 构造 对 应 的 未 和 dh. 设 了 是 包含 在 
所 有 4 里 的 4 的 连通 开 邻 域 . /7'(V) 的 每 个 分 支 都 是 上 完全 村 
盖 面 . 因此 每 一 分 支 都 投影 到 整个 上 , 且 必定 包含 某 一 点 4. 由 
此 可 知 该 分 支 包含 在 入 中 . 因此 , 任意 一 点 PET 的 逆 象 必 在 玉 
中 , 而 最 多 "一 1 个 这 样 的 点 盖 在 > 上 . 我 们 证 明了 M 余 集 是 开 
的 . 因为 是 连通 的 , 则 两 集 之 中 必 有 一 个 是 空 集 . 由 此 可 得 所 有 
点 被 覆盖 同样 次 数 ， 这 个 数 称 为 覆盖 面 的 叶 数 . 当然 , 它 可 以 是 
无 限 的 , 而 且 在 这 种 情况 下 推理 将 用 来 证 明 其 基数 是 相同 的 . 1 

现在 考虑 闭 盖 面 的 某 些 区 域 . 设 (F,f) 是 7 的 任意 覆盖 面 ， 
8& 是正 的 子 区 域 , 则 了 定义 三 (9) 的 每 个 分 支 为 2 的 覆盖 面 . 
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特别 假设 这 些 分 支 之 一 55 是 相对 紧 致 的 . 可 断言 (5, 了 ) 是 
9 的 完全 覆盖 .事实 上 , 每 一 点 7E 8 有 闭 紧邻 域 YC8. f7'(Y) 
的 分 支 或 包含 在 5 中 或 与 5 不 交 . 在 5 中 的 分 支 是 闭 的 且 包 含 
在 总 的 紧 闭 包 中 , 因此 它们 是 紧 致 的 . 这 就 证 明了 (5, 了 ) 是 完全 
的 . 
而 且 , 总 只 有 有 限 叶 , 因为 它 可 以 被 有 限 个 邻 域 所 覆盖 ,而 
在 这 些 邻 域 中 只 有 有 限 个 点 有 同样 的 投影 . 最 后 , 的 边界 到 
投影 被 映 上 2 的 边界 a2， 事实 上 , 由 于 全 的 闭 包 是 紧 的 , 则 它 
投影 到 一 闭 集 上 , 该 投影 包含 9 而 包含 在 艺 中, 因此 它 与 5 重 
合 . 因为 部 投 影 到 8 内 , 而 驱 投影 到 939 内 ,因此 可 得 
f(d5) = 90. 
称 名 为 9 上 的 完全 义 盖 区域. 根据 引 理 1, 可 知 任意 两 个 对 
应 点 有 邻 域 4 和 4 使 得 4 是 4 的 完全 覆盖 区 域 . 


7. 覆盖 面 的 可 数 性 


任何 一 个 完全 六 盖 区 域 有 一 个 可 数 基 . 事实 上 , 由 于 曲面 5 
的 相对 紧 子 集 可 被 有 限 个 Jordan 区 域 所 覆盖 ， 而 每 个 非 空 区域 有 
可 数 基 , 因此 完全 玩 盖 区 域 被 用 于 证 明 : 

定理 6 可 数 曲面 的 每 个 覆盖 面 都 是 可 数 的 . 

证 考虑 的 一 个 由 一 些 开 集 {0 组 成 的 可 数 基 ,可 以 假 
设 0. 是 连通 的 , 否则 可 用 每 个 0, 的 可 数 多 个 分 支 来 代替 每 一 
点 3EF 都 包含 在 某 个 4 上 的 完全 米 盖 面 4 中 , 而 投影 f(y) 包含 
在 一 个 OKC4) 中 . 因此 , 5 落 在 某 个 0 上 的 完 是 荐 盖 区 域 中 ， 
换言之 , 所 有 0 上 的 完 且 著 盖 域 形成 的 开 闭 盖 . 

可 以 如 此 选择 {0 中 的 集 , 使 得 0, 上 存在 完全 歼 盖 区 域 
0. 由 于 0, 与 0: 的 交集 由 不 变 的 开 集 组 成 , 且 0, 有 可 数 基 , 因 
而 在 0, 上 最 多 存在 可 数 个 完全 覆盖 区 域 与 2, 相交 . 同样 的 推理 
可 用 到 任意 一 对 0.、02 
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固定 0,, 考虑 一 族 链 (7 ,Dos,…,D.)， 其 中 了 玖 是 Oo 上 的 完 
全 覆盖 区 域 , 上 且 和 =0， 人 人 0 天 他 . 根据 上 述 推理 , 这 族 链 
的 个 数 是 可 数 的 . 另 一 方面 , 出 现 以 0 为 首 的 链 中 的 所 有 之 
并 是 开 的 . 而 不 出 现在 任 一 这 样 的 链 中 的 所 有 0z 并 也 是 开 的 
这 两 个 集 是 互 余 的 ,因为 不是 连通 的 , 所 以 后 者 必 为 空 集 , 因此 
所 有 的 都 出 现在 这 些 链 中 , 它们 是 可 数 的 . 由 于 每 个 & 有 可 
数 基 , 因而 结论 对 同样 是 正确 的 . 1 


8 3 ”覆盖 面 的 基本 群 


1. 正则 覆盖 面 与 基本 群 的 关系 


将 利用 单 值 性 定理 证 明 , 一 个 给 定 曲面 7 的 正则 闭 盖 面 与 7 
的 基本 群 有 着 简单 的 关系 . 

设 (F,J) 是 曲面 尺 的 正则 有 覆盖 面 , OE P, 而 0 是 盖 在 0 上 
的 点 . 若 己 上 从 0 点 出 发 的 闭 曲 线 y 所 对 应 的 从 0 出 发 的 提升 
为 闭 的 , 则 将 这 类 曲线 y 的 同 伦 类 组 成 一 族 多 , 它 必 为 史 o(P) 
的 子 群 . 事实 上 , 若 弧 y 的 提升 是 从 0 出 发 的 闭 曲线 , 则 根据 单 
值 性 定理 , 对 任意 与 ” 同 伦 的 曲线 结论 也 是 对 的 . 显然 对 y' 结 
论 也 同样 成 立 ， 如果 曲线 yi、y 的 对 应 提升 都 是 从 0 出 发 的 闭 曲 
线 , 则 结论 对 yiyz 也 成 立 . 这 就 说 明 多 是 .ol7) 的 子 群 . 

为 强调 上 述 构造 与 0 有 关 , 将 采用 下 述 术语 . 若 (7,f) 是 
的 正则 履 盖 面 ， 且 (0)==0, 就 说 曲面 元 (7,f,0) 覆盖 〈P,O)， 
显然 多 由 (F,f,0) 唯一 确定 . 

设 多 和 名 分别 由 (8,f,0) 和 (F, 了 ,01) 所 确定 . 用 弧 5 把 
0 和 0, 相连 接 , 它 的 投影 是 闭 曲 线 " 于是, P 上 给 定 的 闭 曲线 
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六 确定 一 条 从 0 出 发 的 闭 曲 线 当 目 仅 当 cmc- 确定 一 条 从 0 出 
发 的 闭 曲线 . 由 此 可 得 多; 是 由 所 有 关于 y€ 终 的 同 伦 类 rc 
组 成 . 换言之 , 2, 是 多 的 共 罗 子 群 . 

反之 , 车 如 =o7' 儿 0o, 则 外 对 也 于 曲面 元 (F,f, 0). 其 
中 0 是 从 0 出 发 沿 o 的 提升 的 终 

对 材 六 曲面 元 (7,,f1,0,) 和 人 五,0) ,如果 存 在 将 上 映 上 
所 的 拓扑 映照 p 使 得 "gp 一 页, 且 p001) 二 p(0,), 则 将 两 曲面 元 
视 为 恒 同 . 这 种 恒 同化 是 合理 的 , 因为 定义 显然 是 利用 等 价 关 
系 . 注意 到 映照 p 是 唯一 确定 的 ,事实 上 , 若 有 具有 同样 性 质 的 
映照 y, 则 由 六 p== 思 oj 和 光滑 覆盖 面 的 定义 可 以 知道 : 使 得 关 
系 w(z) 一 %(p) 成 立 的 集 和 使 得 关系 p(P) 天 %(z) 成 立 的 集 都 是 开 
的 . 因此 可 知 w(O) 一 %(O) 列 含 着 9 二 兴 

定理 1 上 面 引进 的 构造 定义 了 恒 同 化 后 的 曲面 元 全 体 和 
.Go 的 子 群 多 之 间 的 一 一 对 应 . 两 个 曲面 元 可 用 一 个 FJ) 
来 表示 当 且 仅 当 对 应 的 子 群 是 苍 的 . 

证 ”由 上 述 构造 过 程 可 知 被 恒 同 的 曲面 元 决定 同样 的 子 群 , 
反之 , 设 (F,f,0) 和 (FP,f,0) 确定 同一 个 多 ,要 证 明 它们 可 被 
异同, 先 构造 映照 p. 对 任 一 点 3EF, 用 弧 连 接 0 与 8, 记 它 在 
F 上 的 投影 为 o. 由 此 确定 了 F, 上 一 条 从 0 出 发 沿 o 的 提升 , 它 
的 终点 记 为 p()， p(B) 与 0 的 选择 无 关 . 事实 上 , 若 5 和 ov 都 
是 从 0 导向 $, 则 o0' -'E 多 . 因此 在 上 沿 o 和 of 的 提升 必 
导向 同一 点 . 易 看 出 w 是 个 同 有 是 , 且 fp 一 了 因此 (7,O) 和 
( ,fo 可 视 为 恒 同 . 

本 定理 第 二 部 分 的 证 明 在 本 段 前 几 自 然 段 已 给 出 , 但 还 必须 
证 明 对 应 于 每 个 子 群 必 存 在 覆盖 面 元 ， 下 面 给 出 其 直接 构造 . 


2. 子 群 对 应 的 覆盖 面 
设 贸 是 久 o(F) 的 一 个 子 群 . 对 每 一 条 从 0 到 7z 的 弧 , 将 其 
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想象 作 一 个 点 也 对 二 两 条 纺 yz， 其 对 应 点 记 、 姑 被 粘 合 当 且 仅 
当 由 因 导致 同一 点 ?而且 ywyz?€ 久 . 这 样 的 粘 合 显然 是 合理 
的 . 粘 合 后 的 点 族 仿 记 为 了 ， 它 构成 到 的 点 . 

为 构造 产 的 拓扑 , 考虑 Jordan 区 域 TYCP, 并 设 y 是 从 0 导 
至 点 7EV. 构造 集 六 , 它 由 对 应 于 弧 yo 的 所 有 点 组 成 ,其 中 
包含 在 『 中 . 由 于 【是 单 连通 的 , 所 以 4EiF 和 gEF 两 点 之 间 
的 对 应 是 一 对 一 的 . 选取 集 族 4?7} 做 为 不 的 开 集 基 ， 

必须 证 明 (六) 满足 基 的 公设 . 设 mr 和 ?7 相交 , 那么 唐 
和 必 相 交 是 站 1 是 一 些 Jordan 区 域 了 的 并 集 . 只 要 考虑 到 
ECOnPDPmoapP) 对 应 于 9ETFCPm 人 Pa 便 可 知 , 9 可 以 由 mc 和 
yz02 来 决定 , 其 中 wmCP、omCh> 可 看 出 集 mo 六 和 ?ozP 被 粘 合 
目 包 含 在 mmypfr: 中 . 因此, 此 交集 是 集 y? 的 并 .从 而 基 的 公 
设 被 满足 . 

若 思 `. 严 对 应 二 不 同 的 mm、P, 可 以 由 选择 不 交 的 V1、V 而 找 
到 不 交 的 开 邻 域 wh?P、ysP 了 2， 如 果 二 Pp, 设 pi、 是 由 ys 所 
定 , 其 中 ywyz' 不 在 多 内. 对 任意 包含 p= 的 邻 域 7 集 yp、 
yx? 是 不 交 的 .因为 yoCyz0)7 二 yuCoo-1)yz' 同 伦 于 yryz' ,所 以 
已 经 证 明了 是 Hausdorff 空间 , 上 且 它 显 然 是 连通 的 , 

置 J(7)=p. 集 好 被 拓扑 映 上 广 这 证 明了 (7,f) 是 的 光 
滑 覆 盖 . 为 证 明 它 是 正则 的 , 只 须要 考虑 从 0 出 发 的 弧 ” 若 ) 
的 表达 式 是 p= 二 w0)，, 可 以 定义 &(0) 为 由 对 应 于 [0,j 的 子 弧 所 
确定 的 点 . 这 是 从 起 点 0 出 发 由 单位 曲线 1 所 决定 的 提升 . 

现在 已 清楚 (F,/,0) 对 应 于 子 群 多. 事实 上 , 沿 y 从 0 出 
发 的 提升 足 闭 的 当 且 仅 当 >E 多. | 


3. 子 群 与 其 对 应 的 履 盖 面 之 基本 群 的 同 构 


定理 2 ”对 应 于 子 群 多 Co。(F) 所 构造 出 的 覆盖 面 六 的 基 
本 群 与 2 同 构 ， 
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证 从 避 出 发 的 闭 曲 线 的 投影 属于 宛 . 同 伦 的 曲线 有 同 伦 
的 投影 且 为 保 积 的 . 这 说 明了 投影 映照 把 宛 e(CP) 同 态 映 入 人. 
这 映照 是 映 上 的 , 因为 任 一 >E 旅 上 都 盖 有 曲线 最 后 根据 单 
值 性 定理 , yx~1 蕴含 着 yz1， 所 以 映照 是 同 构 的 ，1 


4. 偏 序 


设 (入 ,fi.00 和 (Fu,f2,0,) 是 (8,0) 的 两 个 覆盖 元 , 规定 顺 
序 如 下 : ( 避 , 有 ,04) 比 (Bi,f1,01) 强 当 且 仅 当 ( 丈 , 户 ,加 ) 覆盖 
(B,D,) 并 存在 映照 了 使 得 f==f' 汪 .将 上 述 顺 序 记 作 

Fs, fa,0) > Ff,0). 
显然 这 一 关系 是 可 传 的 , 因此 是 覆盖 面 元 间 的 一 个 偏 府 ， 从 而 团 
盖 面 元 全 体 所 成 之 集成 一 偏 序 集 . 

定理 3 。( 包 ,fo,0) 之 (Bi,f1,01) 当 且 仅 当 多 C9i, 其 中 
2 和 2。 分 别 是 对 应 于 (Pi,f1,01) 和 (B’,fo,0) 的 .Fo(R) 的 
子 群 . 

证 设 (B,f2,0,) 之 (Pi,f1,01), 且 了 是 适合 这 一 关系 的 映 
照 . 对 任 一 ?GE 2 在 F, 上 存在 对 应 着 从 O, 出 发 的 闭 曲线 2 
它 被 了 投影 到 F 上 的 闭 曲 线 闷 , 而 闷 在 的 投影 下 与 重合 . 
因此 y€ 名 1, 从 而 多 :CC 多 1. 

假设 多 :CC 名. 对 任 一 给 定 EP, 用 02 连接 0, 与 殊 . 由 此 
决定 了 投影 o=f2(52), 且 在 关上 构造 了 从 0, 出 发 沿 o 的 提升 
4， 从 假设 得 5 的 终点 f(s) 仅 依赖 于 .映照 了 即 为 所 需 ， 1 

由 定理 1 和 定理 3 可 知 关系 “ 关 ” 所 确定 的 偏 序 与 覆盖 面 元 恒 
同化 的 概念 在 下 述 意义 下 是 相 容 的 . 在 这 意义 下 , 两 个 覆盖 面 元 
相互 之 间 都 强 于 另 一 个 当 且 仅 当 它们 可 恒 同 . 
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5. 万 有 覆盖 面 


对 于 . 宛 o(CP) 的 两 个 子 群 ,存在 着 被 二 者 都 包含 的 最 大 子 群 
以 及 包含 它们 的 最 小 子 群 . 根据 定理 2, 这 对 町 盖 面 也 适合 ， 即 
对 任意 两 正则 状 准 面 存在 弱 于 二 者 的 最 强 者 以 及 存在 强 于 二 者 的 

最 弱者 ， 具有 这 一 性 质 的 偏 序 集 称 为 网 格 . 

正则 稳 益 面 元 所 成 之 族 的 网 格 中 有 最 强 和 最 弱 的 元 索 , 注意 
到 〈P,O) 的 最 弱 痊 闵 面 是 (P,e,O)， 其 中 。 为 恒 同 映照 , 其 对 应 
的 子 群 为 =.7,(1). 最 强 的 蘑 盖 对 应 于 子 群 多 =={1), 即 由 单 
位 元 给 成 的 子 群 , 它 称 为 7 的 万 有 寻 盖 面 , 记 为 P. 


定理 1 万 有 闭 盖 面 是 单 连 通 的 . 

6.， 正则 覆盖 面 的 覆盖 变换 

正则 糙 盖 面 (7, 了 ) 的 覆盖 变换 是 把 产 映 上 自己 的 一 个 拓扑 
变换 ， 它 使 得 对 应 点 在 忆 上 有 同样 的 投影 ， 履 盖 变 换 形 成 一 
群 . 


覆盖 变换 群 与 子 群 多 紧密 相 联系 . 使 "2o-' 二 多 成立 的 
.多 uCP) 中 元 素 0 形成 群 .XH. 而 在 -AH 中 多 是 正规 子 群 A 称 
为 多 的 正规 化 子 群 . 

定理 5 7 的 闭 盖 变换 群 与 商 群 .XA/ 多 同 构 , 其 中 -4 是 
儿 在 基本 群 .多 〈P) 中 的 正规 化 子 群 . 

证 选择 固定 原点 0.0. 设 o 是 .FolF) 的 元 素 , 并 考虑 从 
0 出 发 的 提升 5 的 终点 5， 对 应 于 (7, 了 ,0,) 的 子 群 多 , 是 
o-'o. 车 o 属于 正规 化 子 群 , 则 儿 ,== 多 , 且 根 据 定理 1, 履 盖 
面 元 (7,f,0,) 和 (7, 了 ,0) 被 恒 同 .这 意味 着 存在 唯一 的 覆盖 变 
换 7, 把 0 映 成 0， 显然 7:=7T,7:. 因此 已 构造 一 个 把 NH 映 入 

区 疙 变换 子 群 的 同 态 变 换 . 
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7, 是 恒 同 变换 当 且 仅 当 0=0,， 显然, 当 vo€ 饮 , 7, 是 恒 同 
变换 因此 夕 是 同 态 核 , 而 商 群 -KA/ 儿 被 同 构 映 入 . 

为 证 明 映 照 是 映 上 的 , 设 了 是 履 盖 变 换 上 且 置 0,=7(0). 用 投 
影 为 o 的 弧 5 把 5 和 0 连接 起 来 对 应 于 (7,f,0,) 的 子 群 多， 
是 o-'Bo, 根据 定理 1, ,= 夕 . 因此 o€ .Ti, 而 且 7=7,. 1 


7， 正规 覆盖 面 


如 果 多 是 正规 子 群 ,那么 定理 就 特别 简单 ， 因 为 此 时 
M=F (F). 

对 应 于 正规 子 群 的 正则 著 盖 面 称 为 正规 履 盖 面 , 直观 地 说 , 攻 盖 
面 是 正规 的 ， 如果 具有 相同 投影 的 点 不 能 以 覆盖 性 质 相 互 区 别 、 
例如 ,如 果 存 在 一 条 覆盖 在 " 上 的 闭 曲 线 5, 那么 所 有 町 盖 在 o 
上 的 曲线 都 是 闭 的 . 

特别 , 万 有 著 盖 面 了 .- 是 正规 的 , 且 它 的 于 盖 变换 群 与 基本 
群 .多 (P) 是 同 构 的 . 

注意 到 没有 一 个 覆盖 变换 而 恰恰 只 有 恒 同 变换 才 有 不 动 点 . 
事实 上 , 不 动 点 可 被 选 为 原点 , 而 只 要 注意 到 一 个 把 0 映 入 自已 
的 覆盖 变换 是 恒 同 的 . 

在 正规 落 盖 面 的 情况 下 , 总 存在 一 个 覆盖 变换 把 一 个 给 定 的 
点 75 映 入 有 同样 投影 的 预先 指定 的 点 P 因为 如 果 取 

0=7、 0=7, 

那么 o 总 是 属于 正规 化 子 群 且 Te。(O) 一 0 


8， 换 位 子 群 


群 多 的 换 位 子 群 定义 为 包含 所 有 可 以 写成 形 如 am 2 的 
元 素 的 最 小 子 群 . 其 中 a.bE .F， 换 位 子 群 常 记 作 多", 它 是 一 
正规 子 群 . 因为 车 4€ 多", 则 ck- 一 Cole dg 4d 也 属于 多 
由 于 mg(Ca)-: 一 aoOrE Fm, 所 以 w 和 ww 属 十 多 的 
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同一 个 陪 集 , 从 而 商 群 . 宛 /多 "是 Abel 群 . 

设 急 是 多 的 使 多 /多 是 Abel 群 的 任 一 正规 子 群 , 则 形 如 
an- 的 每 个 元 素 都 属于 多 , 因此 ?CF. 得 出 .是 使 
商 群 .多 / 儿 为 Abci 群 的 最 小 群 . 

若 把 上 述 结果 用 到 曲面 的 基本 群 多 := 多 (F), 则 换 位 子 群 
.mF) 决定 一 个 正规 覆盖 面 闷 。， 称 之 为 同调 狗 盖 面 , 它 有 一 个 

盖 变 换 的 Abel 群 , 且 是 具有 此 性 质 的 最 强 正规 覆盖 面 . 

商 群 Hom F; = 二. (F)/.'m(F) 称 为 7 的 同调 群 , 它 同 构 于 

Pim 的 蓝 盖 变换 群 , 


9. 分 支 覆 盖 映 照 的 局 部 性 质 


先 考 虑 支点 邻 域 的 子 群 . 设 ( 有 ,六 是 严 的 覆盖 , 而 4 是 不 的 
一 个 Jordan 区 域 . 对 mEP, 记 4 二 4\po. 根据 8$1 定理 5，4e 的 
基本 群 是 无 限 循环 群 . 记 其 生成 元 为 w 又 设 ppEF 使 得 f(7o) 一 
po， 而 目 .f'(4) 的 包含 部 的 分 支 于是 相对 紧 致 的 , 记 宙 == 人 po 
由 定理 1, 基本 群 (2) 同 构 于 多 (4o) 的 某 个 子 群 作 . 

多 (40) 的 子 群 是 由 寡 "产生 的 , 其 中 m 宇 0. 假设 m=0， 
则 了 群 退缩 为 单位 元 素 . 若 多 是 这 个 子 群 , 则 不 是 4 的 万 有 用 
盖 面 , 它 必 有 无 限 多 个 绪 盖 变换 , 因而 必 存 在 无 限 多 个 有 同一 投 
影 的 点 . 这 与 了 在 广 中 是 相对 紧 的 这 一 事实 矛盾 . 故 m 过 0. 

发 现 久 是 由 所 有 a” 组 成 , 其 中 mn 三 1, n 取 遍 所 有 整数 ,所 
以 . (zh) 是 无 限 循环 的 , 而 日 i 的 覆盖 变换 形成 m 阶 有 限 循 
环 群 . 

数 m 称 为 加 的 重 数 , 目 考 mm 二 1, 说 是 m 一 1 阶 支点 . 显 
然 支 点 是 孤立 的 . 

现在 讨论 覆盖 映照 的 局 部 性 质 . 设 inEF 的 重 数 为 m. 考虑 
映照 6=z, 它 定义 圆 盘 {z|1z| 二 1} 作为 圆 盘 8:={611s1<1} 
的 米 盖 面 , 且 在 原点 的 重 数 为 m. 设 。 是 把 4 映 上 右 的 同 胚 , 它 
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将 po 映 为 0, 故 使 对 应 于 := 二 {610<1s1<1). 则 (和 oo 了 
是 画 的 正则 覆盖 ， 它 确定 了 与 映照 “一 z 所 确定 的 相同 的 子 群 
多 . 根据 定理 1, 存在 将 映 上 5 的 同 凸 映照 8 使 得 对 应 点 有 同 
样 的 投影 . 这 一 条 件 写作 
o(f(7D) = p97)™. (1) 

换言之 , 若 设 o(p)=“，%( 力 一， 那么 对 应 是 由 《一 次 给 出 ， 

由 于 oof 在 加 连续 且 o(f(j)) 一 0,， 则 从 上 式 得 出 当 p> 
时 ，yw( 力 趋向 于 0. 故 w 可 以 被 延 拓 成 将 4 上 映 上 圆 盘 妃 的 同 胚 . 

满足 式 (1) 的 同 胚 w 和 9 的 存在 性 , 是 关于 映照 了 具有 与 映 
照 “=z 相 同 的 局 部 性 质 这 一 结论 的 精确 表达 . 由 于 后 一 映照 的 
初等 的 , 因而 f 的 局 部 性 质 是 清楚 的 〈 即 每 点 > 有 邻 域 被 对 应 六 
盖 面 上 的 邻 域 窗 盖 同样 m 次 ). 

顺便 指出 , 现 已 证 明了 F 是 曲面 , 因为 4 是 加 的 一 个 开 邻 
域 , 它 同 胚 于 圆 盘 . 


10. 覆盖 面 的 定向 


定理 6 每 个 可 定向 曲面 的 覆盖 面 是 可 定向 的 ， 

证 对 于 上 的 每 个 区 域 4, 选取 同 是 w 使 得 它 的 定向 与 曲 
面 正 的 定向 一 致 . 对 于 4, 考虑 第 9 段 中 的 同 有 是 p:7>z. 记 映 昭 
x(z) = 二 因此, 式 (1) 可 写作 of 一 <*g,， 除去 在 :一 0 处 , 的 度 
数 是 1. 

全 体 集 了 形成 六 的 一 个 开 覆 盖 .必须 证 明 pi ,gr 定义 了 所、 
也 的 相 容 定 向 ， 只 要 考虑 非 支点 YE 五 们 下 的 情形 设 pc 人 于 
是 了 的 邻 域 , 它 如 此 小 使 得 当 限 制 在 mp(D)) 时 ，z, 是 可 逆 的 ， 
从 wo 一 mi 91、 o 呈 二 tz oz， 得 到 wr! on op 二 371° "92 因此 
在 (0) 上 greg! 二 zo《@4o@z om 映照 z7'、o1 roz! 和 zr 在 
gx(D) 中 都 有 度数 1. 因此 mw opz' 有 度数 1. 定向 是 相 容 的 . 


Riemann 曲面 


S1 Riemann 曲面 的 概念 


1. Riemann 曲面 的 定义 


尽管 从 第 一 章 曲面 的 概念 出 发 可 得 Riemann 曲面 的 概念 , 但 
这 里 重新 给 予定 义 . 

设 R 是 一 连通 Hausdorff 空间 , 若 R 中 的 每 一 点 7 都 有 一 邻 
域 0, 与 复 平面 的 一 个 并 圆 盘 . 同 目 , 则 称 R 为 二 维 流 形 或 曲面 . 
其 中 心 称 为 p 点 的 参数 邻 域 ; 它 在 复 平面 上 的 象 U. 称 为 参数 圆 ; 
拓 朴 映照 和 UL 称 为 参数 映照 ; :==h(p) 称 为 p 的 局 部 参数 ， 
对 二 点 PER, 若 0: 一 已 几 5 天 纪 , 则 称 其 参数 邻 域 是 相 邻 的 . 
设 六 分别 为 p、9 的 局 部 参数 . 记 D,==h,(D), D, 二 h(D), 于 是 
hm; 二 oh-! 是 将 D, 映 为 D, 的 一 个 拓扑 映照 , 称 为 UV, 和 的 

定义 1 具有 直接 保 角 相 邻 关系 的 二 维 流 形 称 为 
Riemann 曲面 . 

紧 致 的 Riemann 曲面 称 为 团 Riemann 曲面 , 非 紧 致 的 
Riemann 曲面 称 为 开 Riemann 曲面 . 

Riemann 曲面 是 可 定向 曲面 , 且 具 有 可 数 拓扑 基 , 后 者 将 在 
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§ 3. 8 中 给 出 证 明 . 

下 面 给 出 几 个 Riemann 曲面 的 例子 . 

例 1 延 拓 的 复 平面 K: = 二 {z||z| 二 oo) 是 一 Riemann 曲面 . 
可 选区 域 (| || 之 p) (p>0) 为 其 co 点 处 的 参数 邻 域 , 对 应 的 参 
数 映照 为 4 一直; 而 其 余 点 处 的 参数 映照 取 为 恒 同 映照 4 一 %， 


则 相 邻 关系 为 ji 一 二 


例 2 对 自然 数 (之 2), 函 数 w=z 的 反 函 数 z 二 Vw 是 
(多 ) 值 函数 . 置 w= 二 pe*. 把 每 个 w 才 0 的 复数 用 个 不 同 的 幅 角 
来 表示 , 看 成 ”个 “不 同 的 复数, 就 可 以 将 :=~w 表示 成 一 个 
单 值 函数 ， 具体 做 法 如 下 : 假定 把 2G 一 DDn<p<2kr (二 1,2， 
…,n) 所 对 应 的 z 看 成 为 不 同 复数 w; 但 是 , 对 于 任意 整数 j, 把 
2 (关上 一 Dr<p<2(CpnHDa 与 24 一 Dr<e9<<2kr 所 对 应 的 w 
看 成 是 相同 的 这 相当 于 把 通常 的 w- 平 面 看 成 由 个 性 平 面 组 
成 : 把 ”个 必 平 面 都 沿 正 实 轴 裂 开 ,然后 把 第 一 个 平面 的 裂 颖 
的 上 岸 与 第 二 个 平面 的 裂 锋 的 下 岸 相 粘 合 〈 今 后 将 此 粘 合 方法 称 
为 对 接 ); 设 第 Ck<n) 个 平面 的 裂 颖 的 下 岸 已 粘 好 , 现 将 第 * 个 
平面 的 裂缝 的 上 岸 与 第 上 十 1 个 平面 的 裂缝 的 下 岸 粘 合 ; 最 后 把 
第 个 平面 的 上 岸 与 第 一 个 平面 的 裂缝 下 岸 粘 合 . 经 过 上 述 的 粘 
合 手续 得 到 一 Riemann 曲面 F. 那么 2 二 Vw 在 下 述 意义 下 可 以 
看 作 严 上 的 单 值 函数 :将 看 作 w- 复 平面 的 *- 叶 禾 盖 面 , 用 ? 表 
示 上 的 点 ; 对 于 每 个 复数 wz#0, 将 7 覆盖 在 w 上 的 有 位 于 第 
叶 的 点 记 为 xm 它 即 为 对 应 于 上 述 wi 的 点 ; 现在 将 Vw 的 (不 同 
的 ) 个 值 分 别 看 作对 应 于 mr 的 函数 值 , 那么 z 二 ~Vw 自然 是 一 
上 的 单 值 函 数 . 

注意 到 , 曲面 上 对 应 于 w=0 的 点 pm 的 参数 邻 域 是 取 作 对 
应 于 {w| lw| 过 p} 的 n 叶 (连通 ) 覆 盖 部 分 Ui。, 其 对 应 的 参数 映照 
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为 5==h(7) 二 VP， 而 参数 圆 为 $1151<~Vp)， 曲面 上 其 它 
点 的 参数 映照 可 取 为 6 二 h(p) 二 p， 那么 它们 具有 解析 的 相 邻 关 
系 : ho 二 ho 1(6) 二 40， 此 时 称 po 为 曲面 的 x 一 -1 阶 支点 . 


例 3 〈Mybreg,P.J. ) 取 两 个 复 平面 {z| |:|<<o0). 设 to 
是 实 轴 上 的 (严格 ) 单 调 增加 的 点 列 且 im a.= 十 oo， 现 将 两 个 复 
平面 都 沿线 段 [ex ,ex] 裂 并 (对 所 有 的 a )， 所 的 两 个 裂 颖 平面 
分 别 记 为 PP 将 Pl 和 P; 沿 裂缝 对 接 起 来 , 即 得 到 一 个 开 
Ricemann 曲面 , 记 为 @,. 在 证 上 半 平 面 内 控 去 一 个 闭 圆 盘 , 所 得 
的 裂 颖 平面 记 为 P' ,再 把 Pv 和 户 沿 裂 颖 对接 起 来 , 即 得 到 一 
个 并 Riemann 曲面 , 记 为 @%. 

例 4 设 w=f(p) 是 Riemann 曲面 R 上 的 半 纯 函数 (人 参看 定 
义 5.6), 作为 映照 ,其 逆 映 照 末 必 是 单 值 的 . 但 对 于 任 一 点 ?ER 
有 下 面 两 种 情形 ， 

1) 存在 一 参数 邻 域 U 使 了 在 其 上 的 限制 fj, 是 单价 的 ; 

2) / 在任 一 参数 邻 域 0 上 的 限制 了 ,都 不 是 单价 的 . 
记 满 足 条 件 1) 的 点 全 体 为 Ri, 并 置 

Pi— {Cp,f(7)) |p € RR). 

于 是 映照 p: RP, p>(p,f(7)) 是 一 对 一 的 , 而 映照 :Fi 一 k， 
(pf《P)) HF>f(p) 是 一 投影 . 现 定义 FP, 的 开 集 如 下 : W 是 Ri 的 开 
集 当 且 仅 当 pg-'(W) 是 Ri 的 开 集 . 则 显然 p 是 共 形 映照 , 而 内 
是 的 一 光滑 覆盖 面 . 

对 于 情形 2) 中 的 孤立 点 , 车 存在 一 参数 邻 域 使 得 f 有 表达 
式 ww 一 z， 则 参照 例 2 进行 讨论 ,此 时 可 在 FI 上 加 上 一 点 使 其 仍 
成 为 曲面 , 目 该 点 必 为 该 曲面 上 的 支点 . 假设 按 此 方法 将 所 有 可 
补 上 的 点 都 已 补 上 , 则 所 得 的 曲面 7 称 为 由 半 纯 函数 了 所 产生 的 
覆盖 在 w- 球 面 K 上 的 Riemann 曲面 . 

由 于 任 一 Riemann 曲面 R 上 都 存在 半 纯 函数 (参看 第 五 章 
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8 4. 4) , 故 根据 例 4，R 总 可 以 看 作 复 球面 的 覆盖 面 . 另 一 方面 ,本 
书 所 讨论 的 有 关 函 数 类 及 其 相关 运算 在 共 形 映 照 下 是 不 变 的 . 所 
以 常 将 R 中 的 点 ? 直接 用 复 球面 的 变量 z、w 等 来 代替 . 例如 函数 
f(7) 直接 写成 f(z). 今后 不 再 另行 说 明 . 


2. Riemann 曲面 的 子 区 域 


定义 2 Riemann 曲面 上 的 一 维 流 形 称 为 解析 子 流 形 ， 它 的 
每 个 分 支 称 为 解析 曲线 . 

对 应 于 第 一 章 § 3 中 的 概念 , 开 线段 (0,1) 在 Riemann 曲面 
上 的 解析 同 胚 象 (参看 定义 6) 是 解析 曲线 (或 解析 弧 ) ; 而 单位 图 
周 在 Riemann 曲面 上 的 解析 同 胚 象 又 称 为 解析 Jordan 曲线 . 


定义 3 若 曲面 R 的 子 区 域 6 与 它 外 部 有 相同 的 边界 26， 
且 3 扣 是 严 的 一 维 子 流 形 , 则 说 G 正则 嵌入 曲面 R 若 G 具有 紧 
闭 包 , 目 其 余 集 的 各 分 支 都 是 非 紧 致 的 , 则 称 6 为 7 的 正则 ( 子 》 
区 域 
Riemann 曲面 的 正则 子 区 域 的 边界 必 为 解析 曲线 . 
考虑 Riemann 曲面 R 的 子 区 域 C, 若 G 的 边界 一 由 最 多 可 数 
条 解析 Jordan 曲线 或 解析 Jordan 弧 组 成 , 且 它 们 不 聚集 于 R 上 的 
任 一 点 , 则 称 之 为 R 的 好 子 域 . 好 子 域 的 概念 将 在 Riemann 曲面 
的 分 类 理论 中 用 到 . 


3， 镰 边 Riemann 曲面 

只 须 对 Riemann 曲面 的 定义 给 予 适当 的 变动 即 可 得 镶 边 
Riemann 曲面 的 定义 . 

定义 4 设 瓦 是 非 曲面 的 连通 Hausdorff 空间 , 若 下 上 的 每 
一 点 7 都 有 邻 域 U， 与 闭 上 半 平 面 的 一 个 相对 开 集 V: 同 胚 ， 则 称 
是 锐 边 曲面 . 车 它们 的 相 邻 关系 都 是 解析 的 ， 则 称 志 为 
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镶 边 Riemann 曲面 . 

注意 到 , 若 xER, 且 有 开 邻 域 ,使 与 其 在 闭 上 半 平 面 万 的 
同 胚 象 y: 是 同 由 互 的 内 点 组 成 , 则 p 的 每 个 开 邻 域 必 有 相同 性 
质 . 将 具有 这 种 性 质 的 点 的 全 体 记 为 R, 并 记 aR 二 R, 易 知 R 和 
9R 总 可 被 分 别 映 入 开 上 半 平 面 和 实 轴 . 称 R 为 巨 的 内 部 , 显然 
是 一 开 Riemann 曲面 . 称 9R 为 瓦 的 边界 ;而 9R 的 分 支 称 为 力道 . 
显然 , 9R 是 一 维 流 形 , 而 每 个 紧 围 道 必 为 Jordan 曲线 . 若 a8 由 有 
限 条 紧 致 的 解析 Jordan 曲线 组 成 , 则 RUaR== 有 时 称 为 Heins 
意义 下 的 素 端 ,简称 为 端 . 

灸 边 Riemann 曲面 也 是 具有 可 数 拓扑 基 上 且 为 可 定向 的 . 

设 G 是 灸 边 Riemann 曲面 RUaR 的 子 区 域 , 若 其 边界 ac 与 
oR 不 交 , 且 G 是 R 的 好 子 域 , 则 称 G 是 RUaR 的 好 子 域 . 显然 ， 
可 将 CUac 看 作 是 灸 边 Riemann 曲面 . 其 理想 边界 pi 称 为 G 的 
关于 R 的 相对 理想 边界 . 


4. 镶 边 曲面 的 双 倍 面 


设 RUaR 是 一 镀 边 Riemann 曲面 , 此 处 包括 98 二 多 的 情形 ， 
即 通常 的 开 Riemann 曲面 . 将 RUaR 的 复制 品 记 为 R* UR* ,其 
中 点 7E RU9R 对 应 于 点 7" ER" UaR". 若 点 7 的 参数 映照 是 思 ， 
则 将 点 2 的 参数 映照 取 为 如 = 一 局. 

下 面 证 明 R* UaR* 的 相 邻 关系 hr "好 一 是 解析 的 事实 上 ， 
车 设 它 所 对 应 的 RUaR 的 相 邻 关系 为 iz: = ohz'， 则 所 好 一 
可 表示 为 > -一 Bz( 一 2), 这 是 直接 保 角 的 . 

上 面 证 明 R* U3R* 是 一 镶 边 Riemann 曲面 ， 称 为 由 RU9R 
对 称 复制 而 成 的 共 轿 曲面 或 对 称 曲面 . 

对 外 边 Riemann 曲面 (2R8 关 2@) 的 情形 , 将 RU3R 和 R* UaR* 
沿边 界 粘 合 , 就 是 将 9 的 每 一 点 7 与 其 对 应 于 点 p* € 9R* 粘 合 . 
容易 验证 ， 由 此 获得 一 Riemann 曲面 , 称 为 R 关于 98 的 
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Schottky 双 倍 ( 面 ),， 并 记 为 尺 特别 指出 , Schottky 双 倍 让 上 必 存 
在 一 映 上 自身 的 且 使 9R 保持 不 变 的 直接 共 形 映照 . 


5. Ricmann 曲面 的 亏 格 


从 拓扑 学 角度 看 , 关于 二 维 流 形 的 经 典 结 果 说 明 : 任何 可 定 
向 的 二 维 紧 流 形 都 同 胚 于 一 个 具有 若干 环 柄 的 球面 ,这 些 环 柄 的 
个 数 是 基本 的 拓扑 不 变量 , 即 为 该 流 形 的 亏 格 . 

Bochner[1] 证 明 : 任 一 具有 有 限 亏 格 的 开 Riemann 曲面 总 能 
被 嵌入 一 紧 Riemann 曲面 之 中 . 


6. 解析 映照 


固定 Riemann 曲面 R 上 的 一 点 pb, 设 山 是 其 参数 邻 域 . 对 任 
一 点 YEU， 它 在 参数 映照 的 参数 值 > 一 心 (9) 是 唯一 确定 的 ， 
即 不 同 的 z 确定 不 同 的 4. 因此 可 以 将 z 称 为 局 部 参数 ， 有 时 为 
方便 起 见 常 直接 用 z 表示 点 p， 甚 至 直接 写成 2€E R. 

首先 , 利用 平面 解析 函数 的 概念 给 出 Riemann 曲面 上 的 相应 
的 定义 ， 

定义 5 设 D 是 Riemann 曲面 上 的 子 区 域 , 而 w=f(7) 是 定 
义 在 其 上 的 复 值 函 数 . 若 对 每 一 点 ?ED, 复合 函数 了 -在 ?的 
参数 圆 U. 上 是 解析 的 , 则 称 f 是 D 上 的 解析 函数 . 其 中 h: Dr 一 
U: 是 关于 ? 点 的 参数 映照， 

由 于 Riemann 曲面 R 的 相 邻 关系 是 解析 的 ， 因此 上 面 定义 是 
合理 的 . 解析 函数 的 定义 是 局 部 的 且 关 于 局 部 参数 是 不 变 的 . 

其 次 , 给 出 关于 两 个 Riemann 曲面 共 形 等 价 的 概念 , 对 应 的 
定义 如 下 : 


定义 6 设 p: Ri>Rs, p>g 是 两 个 Riemann 曲面 间 的 连续 
映照 将 Ad 的 参数 映照 分 别 记 为 h 如 果 函 数 加 op 属 ' 在 记 
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的 任 一 点 p 的 参数 圆 内 都 是 解析 的 ， 则 称 映照 p 是 解析 的 ， 如果 
9 还 是 一 对 一 的 , 则 两 个 Riemann 曲面 和 R; 称 为 共 形 等 价 的 ， 
9 称 为 共 形 映照 或 解析 映照 ， 

共 形 等 价 的 定义 显然 是 合理 的 . 而 且 还 可 知 六 "po or' 是 解 
析 的 、w-' 是 连续 的 . 

在 Riemann 曲面 上 解析 函数 的 导数 是 无 意义 的 , 因为 它 在 相 
邻 关 系 下 的 不 变性 不 成 立 . 事实 上 , 对 于 R 上 的 解析 函数 f(z)， 
若 设 有 是 它 的 另 一 个 局 部 参数 、 且 在 这 局 部 参数 下 f(z) 可 表示 
成 有 (za1); 又 设 z 与 2 对 应 的 参数 圆 间 的 相 邻 关系 为 %, 则 有 

J(z) = fi(¥(2)). 
由 于 相 邻 关系 是 解析 的 , 故 ” 塞 才 0， 器 取 0。 于 是 有 
了 加 一下 [DJ = C1) 
虽然 如 此 , 但 是 从 上 式 却 可 得 
f' (2)dz = f 1(21)dz1, 

即 df: = 了 7 (z)dz 关于 局 部 参数 是 不 变 的 . 

7. 共 变量 

为 讨论 与 式 (1" ) 相 关 的 更 为 一 般 的 变量 , 设 函 数 f(z) 关于 实 
坐标 z 和 yz=z 十 it) 具有 二 阶 连续 偏 导 . 记 = 大 、nM2 一 Jr 则 
了 的 微分 为 

df = Mdz 十 Mxdy. 
对 另 一 局 部 参数 z* =z* 十 iy*， 同样 有 df 的 表达 式 
df = Mirdr’ + Midy’, 

其 中 


MM 二 六 员 十 利 M， Mi = pra * 六 人 (2°) 
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定义 7 如 果 Riemann 曲面 上 定义 的 数值 偶 (M1, M2) 是 由 
点 7 及 一 确定 的 局 部 参数 z 所 确定 , 且 经 变换 为 男 一 局 部 参数 时 
满足 关系 式 (2 ), 那么 称 该 数 偶 为 共 变 向 量 . 

函数 了 的 导数 天、f 所 构成 的 共 变 向 量 称 为 该 函数 的 梯度 . 

若 R 的 子 区域 的 每 一 点 都 对 应 有 一 共 变 向 其 , 则 称 之 为 
共 变 向 量 场 . 另 , 满足 下 面 关 系 式 的 量 M 称 为 共 变量 ; 


共 变 向 量 场 (M1, M2) 对 应 有 共 形 不 变 的 微分 式 
df: = Midz 十 Mdy. 

虽然 共 变 量 不 是 共 形 不 变量 (前 者 可 称 为 相对 共 形 不 变量 , 而 后 
者 称 为 绝对 共 形 不 变量 ), 但 是 其 微分 式 Mdz 是 共 形 不 变 的 . 两 
个 共 变 量 之 商 式 也 是 共 形 不 变 的 , 其 中 该 商 式 可 能 具有 极点 . 

如 果 (CMi, M2) 的 两 个 分 量 关 于 某 一 确定 的 局 部 参数 z 满足 关 
系 Ms==iM,， 那么 由 于 相 邻 关系 是 解析 的 可 知 对 任何 局 部 参数 该 
关系 仍 成 立 . 记 Mi,=M, 则 有 

EE 

于 是 (M1,M2) 的 两 个 分 量 皆 为 共 变 量 . 

解析 函数 (对 应 地 , 半 纯 函数 ) f 的 导数 /是 一 共 变 其 ， 称 
为 解析 共 变 量 ( 对 应 地 , 半 纯 共 变量 或 Abel 共 变量 )， 两 个 Abel 共 
变量 之 商 是 一 半 纯 函数 . 

另 一 方面 , 设 u(z) 是 定义 在 R 上 的 一 次 连续 可 微 实 函 数 ， 
则 * 的 微分 为 


由 一 至 虹 十 于 中 
若 记 另 一 个 局 部 参数 为 3 一 zi 十 i， 则 同样 有 
由 


du 一 到 td ET dy 
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uu_ Ug UW NW, UW 
但 让 aa 十 私立， WW ab 32 从 而 


En ea 
= 吕 [ 各 + 名 + 训 |[ 训 a+t 六 和 
= 章 dr 十 各 di 一 da 

8. 单位 分 解 


首先 , 设 ”是 Riemann 曲面 上 的 一 条 处 于 某 一 参数 邻 域 六 中 
的 可 微 弧 , 那么 对 共 形 不 变 的 微分 式 cdz 十 xzdy， 积 分 


ede to 
? 


可 看 成 = 平面 上 的 线 积分 , 且 它 的 值 不 依赖 于 局 部 参数 的 选择 . 

其 次 , 若 y 是 分 段 可 微 的 , 那么 可 将 它 分 成 具有 上 述 性 质 的 
弧 ， 然 后 定义 其 上 的 积分 值 为 各 段 上 积分 值 之 和 显然 , 这样 的 
定义 的 积分 也 与 局 部 参数 的 选择 无 关 . 

最 后 , 为 定义 曲面 上 的 积分 , 必须 先 介 绍 单位 分 解 的 概念 
单位 分 解 就 是 一 个 非 负 连续 函数 族 {e} , 使 得 每 e; 在 某 个 参数 邻 
域 U, 外 恒 为 0、 > e 三 1, 且 Uv 覆盖 整个 Riemann 曲面 . 

下 面 仅 对 闭 曲面 或 紧 锐 边 曲面 情形 构造 单位 分 解 . 

对 于 镶 边 曲面 及 , 可 以 假定 对 每 一 点 ?ER 都 有 邻 域 几 或 者 
与 单位 圆 同 胚 或 者 与 包含 直径 的 半圆 同 胚 ， 显然 , 紧 Riemann 曲 
面 或 锐 边 Riemann 曲面 都 有 由 上 述 类 型 的 邻 域 组 成 的 有 限 著 盖 
{Hi 记 UV, 对 应 的 参数 映照 为 ,在 复 平面 上 定义 
(1 一 lzl53， 当 |z|<1， 

0， 当 了 对 区: 
容易 验证 gE€ C2(R)， 对 于 Riemann 曲面 R( 或 锐 边 Riemann 曲 而 


9(z) 一 
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瓦 ), 在 其 上 定义 
gh(7)， 当 pPEU， 


We = | 0， 当 p EU 
则 gEC(R)( 或 gEC(B)). 令 


epD) = gD( Dg), 
{ex(7)); 即 为 所 需 单 位 分 解 . 
9. Dirichlet 积分 


设 4 是 平面 区 域 WW 上 的 实 值 0' 类 函数 ,积分 


mcg -J 人 '+ (Je 


称 为 4 在 区 域 W 上 的 积分 . 其 值 为 有 限 或 十 co, 且 其 值 为 0 当 
且 仅 当 ， 是 常数 . 
如 果 w.vEC', 且 Dw[u] 和 DwLvj 都 是 有 限 的 , 那么 可 以 考虑 
混合 Dirichtet 积分 
出 则 中风 
Dy[lu,v]: = | 人 在 EE dzdy. 
上 面 两 种 Dirichlet 积分 在 共 形 映照 下 都 是 不 变 的 , 显然 Dv[4j 一 
Drfxw, 轨 ,另外 ,由 于 
Ds[u + to] = DsLu] + 2Ds [uso] + EDs [v] 
是 正定 一 次 型 , 故 有 重要 不 等 式 
及 [ec < DrLujDrLe]. 
现在 , 设 4 是 Riemann 曲面 RC 或 馈 边 Riemann 曲面 ) 上 
的 C! 类 函数 ,而 是 解析 函数 . 不 难 验证 


半生 入 
都 是 共 变量 ,从 而 
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[对 二 (到 本 gdrdy 和 |f |’y dzrdy 
都 是 共 形 不 变 的 , 其 中 y 为 R (或 而 上 的 连续 函数 , 因此 , 可 以 
对 R( 或 有 上 的 区 域 W 定义 Dirichlet 积分 如 下 : b 
uy EE {& ja 


二 之 | 3 十 [ 儿 | “| earay， 


Ds[f]: = |r ?dzdy: = 5) 人 |?e.dzdy. 


一 定义 是 合理 的 ,因为 它 不 依赖 于 单位 分 解 的 选择 ， 事实 上 ， 
2 er (7))_1 是 另 一 单位 分 解 , 则 


3 1 十 a ) J edray 
(¥ 


= = 人 [到 (Ey )] eej drdy 
= -51l 十 Ey ) ] ef aray. 


从 定义 不 难得 出 ,车 f=u 十 in 是 W 上 的 解析 函数 , 则 由 Cauchy- 
Riemann 方程 可 得 


Ds[f] = 六 [Re f] = mm[Im f]. 


10， Green 公式 


设 WW 是 复 上 半 平 面 {z|z 一 z 十 动 , y 宇 0}, 记 5 为 沿 正方 向 
取向 的 z 轴 . 对 于 那些 在 一 紧 集 外 取 值 0 的 C' 类 函数 4 显然 有 
|, dzdy 一 0， 本 这 dzdy | udr 


ji 由 
设 和 和， 分别 是 在 一 紧 集 外 取 值 0 的 C 和 C' 类 函数 ， 如果 


[ | 
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用 地 代 将 第 一 个 公式 中 的 、 用。 学 代入 第 二 个 公式 ,然后 两 
式 相 加 , 那么 可 得 


| a 字 抽 s 二 作 vAu dzdy 一 一 | + dz， 


秋 证 
其 中 A: 一 各 + 处 =4 潜 是 Laplace 算 于 . 如果 心 一 0, 那么 有 


Dlus0] 一 一 人 和 wy 
如 果 用 整个 平面 代替 下 ,, 用 同样 的 方法 可 知 混合 Dirichlet 
积分 为 0. 若 已 知 。 在 {z||z| 宇 1) 为 0, 则 积分 可 以 限制 在 单位 
圆 盘 或 半圆 盘 , 在 后 一 情形 Bo 以 实 直径 替 之 . 
现在 , 设 uv 分 别 是 曲面 镶 边 Riemann 曲面 RU 上 的 0? 类 
和 C! 类 函数 . 应 用 单位 分 解 {ta》 有 


Pa[uyeo] +| ewAu dzdy 一 一 | ew 由 ds， 
有 六 9 


其 中 v 是 沿 正定 向 边界 内 法 向 . 由 于 混合 Dirichlet 积分 是 双 线 性 
的 , 因此 全 体 Dx[u,ew] 的 和 是 Ds[u,v]， 故 有 


Dr[usv] 十 | vAu dzdy 一 一 | 加 站 ds. 
特别 当 4 是 调和 函数 时 ， 
Dw[u,v] 一 一 | tt 多 ds. 


这 一 关系 称 为 Green 公式 . 当然, Green 公式 对 紧 Riemann 曲面 也 
成 立 , 只 是 此 时 混合 Dirichlet 积分 为 0. 如 果 wz 都 是 RUT 上 的 
调和 函数 , 根据 Dirichlet 积分 的 对 称 性 可 得 


fo); 


其 中 后 者 之 微分 是 取 自 右 法 线 方向 . 特别 当 "二 1 时 ， 下 面 特殊 
形式 的 Green 公式 常 被 用 到 : 
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二 由 = 


$ 2 调和 函数 与 Harnack 原理 


1， 调和 函数 的 定义 


采用 平均 值 的 方法 给 出 调和 函数 的 定义 , 其 优点 是 对 函数 的 
导数 没有 任何 假设 . 


定义 1 设 D 是 Riemann 曲面 上 的 子 区 域 , u(z) 是 定义 在 其 
上 的 实 值 连续 函数 . 若 对 任 一 点 wnED, 存在 一 足够 小 的 正 数 po 
使 圆 盘 0(zo,po) 包含 于 D 中, 且 


wa 二 可 ow 十 pon)d0， VpE€ (Op), (1°) 


则 x(z) 称 为 D 内 的 调和 疾 数 . 

定义 中 要 求 p “足够 小 ”, 可 理解 为 使 所 讨论 的 邻 域 限制 在 zo 
的 参数 邻 域 中 , 以 便 使 有 关 概 念 归结 为 平面 的 情形 ， 其 中 积分 理 
解 为 Lebesgue 意义 下 的 . 

众所周知 ,解析 函数 满足 平均 值 定理 ,从 而 其 实 部 和 虚 部 都 满 
足 定义 1 中 的 条 件 , 故 都 是 调和 函数 . 由 于 Riemann 曲面 子 区 域 
里 的 调和 函数 及 解析 函数 的 定义 是 局 部 的 ,因此 ,平面 上 的 关于 调 
和 函数 或 解析 函数 的 、 只 与 局 部 性 质 有 关 的 定理 在 Riemann 曲面 
上 同样 成 立 . 

引 理 1 设 f(z) 是 定义 在 z 平 面 的 一 有 限 区 域 D 上 的 解析 
函数 , 则 对 任 一 数 >0, 对 任 一 wn€ED, 存 在 一 数 p>>0 使 得 
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ifcops 支 | la 十 re9lrdo, Yr € [omD， (2°) 

证 若 f(o) 一 0, 则 式 (2) 成 立 . 若 f(z) 天 0, 则 在 某 闭 圆 盘 

OCz0;P) :二 {z11z 一 jo| 声 p}) 内 fz) 去 0. 如 果 po>0 足够 小 , 那么 在 
圆 盘 0Cz0,p) 内 (f(z))' 是 解析 的 (至 少 可 取 一 单 值 分 支 )， 因此 


(fa) 一直 人 (fa 十 reo)ag， VrE [0,D)， 


故 式 (2") 成 立 ，| 


注 满足 式 (2" ) 的 函数 连续 称 为 下 调和 函数 ，§ 3 将 对 此 类 
函数 进行 详细 讨论 . 引 理 1 说 明 : 若 f(z) 是 定义 在 D 内 的 解析 
函数 , 则 |f(z) 1* (p>>0) 是 下 调和 函数 , 类 似 地 , 可 证 |z|"|fCz) | 
(a>0,7>0) 在 D 内 是 下 调和 的 . 目 若 z==0ED, 则 1z1*1fCz) 
(7 之 0) 在 D 是 下 调和 的 , 甚至 a<0. 


2. 调和 函数 的 极 值 原理 


定理 1 设 D 是 Riemann 曲面 R 的 子 区 域 , x(z) 是 内 的 
调和 函数 ， 又 设 

一 sw <+ ~ (对 应 地 , a 一 inf v(2) > 一 00) 
车 存在 zaED 使 得 (zo) 二 a, 则 在 D 内 wu(z) 志 a. 

证 ”根据 定义 1, 对 za， 必 有 正 数 m 使 圆 盘 V0: 二 0C%, Po) 
包含 在 D 中 , 且 使 式 (1" ) 成 立 . 

假设 存在 一 点 2 EV。 使 得 xz )<x(z0). 则 存在 z 的 一 个 参 
数 圆 V' 使 得 在 其 内 有 4(z) 达 [uCz0) 十 wz )]/2. 取 正 数 p 之 po 
使 圆周 {z| |z 一 za|=m } 与 V 相交 ,那么 

u(z0) = [We 十 we)dg < ulzo). . 


矛盾 说 明 在 6 内, u(z) 二 wu(z0). 
根据 上 面 证 明 ， 
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4: = {zlu(z) = a,z € D} 
是 D 中 的 开 集 . 但 另 一 方面 ,由 u(z) 的 连续 性 可 知 4 是 D 中 的 闭 
集 , 从 而 必 为 的 一 个 分 支 .但 D 是 连通 的 ,所 以 4=D. 上 
推论 设 D 相对 紧 的 .车 wu(z) 在 PD 内 调和 上 县 在 DUaD 上 连 
续 , 则 x(z) 在 3D 上 取 最 大 、 最 小 值 . 
证 不 妨 设 uconst. . 记 
= Bp, "0= ,a 
则 一 eo<p<a< 十 oo. 又 由 于 ulz) 在 DUaD 上 连续 , 故 
a = sup x(2)、 5 一 inf u(2z). 
各 思 汪 才 1, 对 任意 2ED, uz) 尖 a 入 ) 关 6 必然 同时 成 立 . 从 
而 x(z) 只 能 在 3D 上 取 最 大 、 最 小 值 . 1 


3， ”Poisson 积分 
先 引入 Poisson 核 , 为 此 设 6 二 pe*, z=re”， 则 


P—r E 一 22 
严 一 2mr cos (9 一]) 十 天 ”人 一 四 G 一 习 
上 一 _ pe (+s 
二 二 me [9. 
定理 2 设 f(0) 是 定义 在 [一 xz 上 的 Lebesgue 可 积 的 实 
值 函数 ， 贺 
有 tf 1—7 dp, (1) 
u(2) = u(re*) = 区 [rw 1—2reos (m— 0 + p, 
则 x(z) 是 单位 圆 盘 5:=0(0,1) 内 的 调和 函数 且 若 1(0) 在 o 
连续 , 则 Jimuzx(2) 一 /0o) ;车 7(0) 在 产 一 teSo<A) 连续 , 则 
mn 二 -TO)， 其 收敛 在 ”上 是 一 致 的 . 


“证 设 6 二 e*, x 一 re”. 则 由 积分 
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va 一 到 | fwRe (5 寺 下 jap (2) 


是 两 个 Cauchy 型 积分 的 实 部 即 可 看 出 x(z) 是 调和 的 . 
不 妨 设 0 二 0, 则 存在 :一 5(e) 之 0, 使 得 当 |p|<5 时. 


lf(e®) — f(D)| < (3) 
又 
luCz) — f(D1 
lr b 1 
< 六 en fCD11 I dm 


1 1 | 
2n)ov<s 2rjo<iwi<y 


将 式 (4) 最 右边 两 项 积分 依次 记 为 (和 C7). 根据 (3)， 


记 1 
< 去 | 1 -ros (pir 
(5) 
€. 


ws El 72 
< 支 | os BDF” 
在 (ID 中 ,车 10|<5/2, 则 有 1p 一 0| 宇 |p1 一 10| 宇 6/2 和 
1— 2r cos (9 —0)++r’ > sin (6/2). 
于 是 若 1 -+r<nCe), 则 
1 i 
a <n) (lfle”)| 十 IC) dp | (6) 
const. (1 —7)<e. 
由 于 :>0 是 任意 的 , 故 由 (4)、《5) 和 (6) 即 得 lim, (2) =f(00). 
有 关 一致 收 敛 性 可 由 (9) 在 y 一 致 连续 和 类 似 的 方法 得 到 
证 明 . 1 


注 ”对 于 给 定 的 定义 在 圆周 zj: 一 人 z|1z| 王 2} 上 的 连续 实 
函数 f(z), 根据 调和 函数 的 最 大 值 原理 和 定理 2, 由 式 (1) 定 义 的 
函数 xz) 是 唯一 满足 下 面条 件 的 函数 : 在 圆 盘 V0: 二 0C0,p) 内 
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是 调和 的 、 在 U,U ,上 是 连续 的 , 而 在 W, 上 等 于 /. 

称 u(z) 为 多 的 以 f(9) 为 边界 值 的 Poisson 积分 或 Dirichlet 
问题 的 解 (参看 8 3. 4). 

由 定理 2 和 定理 1 的 推论 可 得 


定理 3 设 "(z) 是 定义 在 开 圆 盘 U6: 二 0(z0,p) 内 的 调和 函 
数 , 上 且 在 闭 圆 盘 到 上 连续 ， 团 5 一 ao 一 pe"，z 一 za 一 re%， 则 
(2zo 十 re0) 一 到 ' ul20 十 pe”) FT dp. 
上 式 称 为 Poisson 公式 ， 下面 定 理 是 其 应 用 , 后 面 将 用 到 它 . 


定理 4 设 {f.(z)) 是 定义 在 区 域 0 上 的 解析 函数 列 . 若 存 在 
一 点 mED 使 得 f(z0)->0 (n->o0), 上 且 天 (2) 的 实 部 ww(z) 在 区 域 
D 上 一 致 收敛 于 0, 则 函数 列 {f.(z)} 在 D 的 任 一 闭 区 域 7 上 都 一 
致 收敛 于 0. 

证 设 V 是 包含 于 D 内 的 区 域 , 其 闭 包 了 也 包含 于 D 内 ， 
任 取 一 点 z EV，, 并 用 D 内 的 分 段 光滑 的 闭 弧 段 连接 和， 
取 正 数 p 足够 小 使 得 .HOCGz,P)CC， 对 任意 zEPTUT, 对 函数 
的 Poisson 公式 关于 7 微分 ,然后 令 = 0, 就 得 到 

et = 去 人 ec 十 peoycos(g 一 0)dg， (1) 

若 记 M.=suplu(z) |. 由 一 致 收敛 性 得 知 M>0 (n->oo). 男 


一 方面 , 将 式 (1) 和 公式 骂 一 经 cos 0 十 人 sin 0 比较 即 得 


起 
2 
2 = 去 au(z pe”) cos p dp， 
四 一 过 | 十 pe") sin mp dy. 
au(z) | -2M au(z) | 2M, 
| 2 
六 az lp oy p 2 
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又 因为 所 本 = 纪 人 一 ia 二， 所 以 


本 加 | 入 2 (3) 


现在 , 由 于 7 是 紧 致 的 , 故 根据 Borel 有 限 覆 盖 定 理 , 虱 盖 
族 {0(z,p)1zE7} 中 存在 有 限 元 素 0Cz1,p),…,0(zy,p) 铸 盖 V. 于 
是 对 任意 zEV, 可 用 V 内 的 分 段 光滑 的 闭 弧 段 y 连接 x 和 z 使 
得 弧 y 的 长 度 |y| 志 2Np. 为 估计 天 (z) 利 用 公式 


f(z) 一 [ fy’ (Od + fz0), 
其 中 上 式 的 积分 是 沿 TUy 求 积 的 . 于 是 由 式 (2)、(3) 得 
£0) SME2Np + TD 十 | 下 Co， 
其 中 |T| 表 示 弧 了 的 长 度 . 由 于 天 (z0)->0 且 MM 一 0 (n>o0), 故 
结论 成 立 . | 
4. Laplace 方程 .调和 函数 的 等 价 定 义 
对 于 具有 二 阶 连续 偏 导 数 的 实 值 函数 ,用 Laplace 方程 判断 


其 调和 性 仍 是 可 行 的 . 由 于 Riemann 曲面 的 相 邻 关系 是 解析 的 ， 
因此 在 不 同 的 参数 下 , 根据 8 1 式 (1)，Laplase 算 子 满足 关系 


i 
M4333 a El mE 
EA 

=1| 志 | 配 = 4| 关 | 


所 以 , 在 不 同 局 部 参数 下 , Au 二 0 (或 >0. 或 二 0) 是 不 变 的 . 

定义 2 设 D 是 Riemann 曲面 R 的 子 区 域 . 若 xz) 是 定义 
在 D 中 具有 二 阶 连续 偏 导数 且 满足 Laplace 方程 以 (2) 一 0 的 函 
数 , 则 称 
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du = 

为 微分 du 一 宇 dz 十 色 dy 的 共 二 微分 . 而 
EE Wy 

3 

uti'du 二 | 去 i 0 


称 为 解析 微分 ,尽管 它 未 必 是 某 个 解析 函数 的 微分 

注 当 积分 沿 着 给 定 的 分 段 光滑 的 弧 a 进行 时 ,为 方便 起 
见 ,常用 土 汪 gs 代 蔡 “du, 其 中 ， 为 上 的 法 线 方向 . 若 积分 沿 
着 区 域 的 分 段 光滑 的 边界 3 进行 时 ,由 


Am 


"du 一 一 Ev 


其 中 v 为 9D 上 关于 区 域 D 的 内 法 向. 
现在 设 Au(z) 二 0. 如 果 将 u 限制 在 参数 圆 ! 中 , 定义 
A .Nu 
f=-i EE (1) 
则 fz) 必 在 5 中 解析 . 事实 上 , 若 令 3 一 例 , 5 一 渴 ， 则 它们 必 满 
足 Cauchy-Riemann 方程 . 又 由 (1) 可 得 
fdz 一 du 十 idu. (2) 
据 Cauchy 定理 , fdz 沿 U 中 任 一 同调 于 零 的 任 一 闭 曲线 积 
分 为 0. 又 du 是 正 合 微分 , 故 沿 0 中 任 一 同调 于 零 的 任 一 闭 曲线 
y 的 积分 也 为 0. 从 而 由 (2) 可 得 
| = 一 尖 业 十 汪 电 一 (3) 
虽然 上 面 f(z) 定义 只 限制 在 0 中 , 但 fdz 却 在 整个 D 中 有 
意义 . 因而 式 (3) 对 于 D 中 任 一 同调 于 0 的 闭 曲线 y 都 成 立 . 于 
是 对 单 连通 区 域 m CD, 函数 


ds， 
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0(2): [ “du | UN (ED) 


在 D 中 是 单 值 函数 . 容易 验证 Ax(z) 二 0 匡 泪 数 

9(z) = ul(z) + iv(z) 
必 为 p 上 的 单 值 解析 函数 ， 从 而 满足 平均 值 定理 , 即 对 任意 参 
数 圆 U' :=0(z ,Pp )CD ， 对 任意 实数 PE (0,m ) 


Pe iw 
gz 区 | gz 十 pe”)d9. 
从 而 有 


uz ) = 去 人 ee 十 pe”)d0. 


由 此 可 见 uz) 在 内 是 调和 的 . 再 由 Dp 的 任意 性 可 知 u(z) 是 
D 上 的 调和 函数 ， 

反之 , 设 "为 调和 函数 . 对 定义 域内 的 任 一 点 及 其 参数 贺 
U, 在 UV 的 边界 W 上 取 了 =v, 则 由 定理 2 的 式 (2) 定 义 的 函数 必 
为 菜 解 析 函 数 的 实 部 , 故 满足 Laplace 方程. 同时 根据 定理 2 及 调 
和 函数 的 极 值 原理 ,在 V 内 有 4 二" 

根据 上 面 的 证 明 , 有 : 

定理 5 具有 二 阶 连续 偏 导数 的 实 值 函 数 为 调和 函数 的 充 
分 必要 条 件 是 
Fu | Pu 


腾 十 能 一 4 


Au: 一 
5. 共 示 调 和 遂 数 


定义 3 设 D 是 Riemann 曲面 的 子 区域 . 若 u(z) 是 D 上 
的 调和 函数 , 则 函数 
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+(z): 一 es 把 dz 十 dy 一 上 “du 

称 为 a(z) 的 共 红 调 和 函数 , 记 为 u*(z), 其 中 积分 是 沿 连 接 zo 和 
2 的 分 断 光 滑 的 弧 求 积 ，. 

共 力 调和 函数 是 多 值 的 , 且 在 相差 一 常数 的 意义 下 是 唯一 
的 . 男 外 还 有 

d(u’) = “du. 

虽然 解析 函数 的 实 部 和 虚 部 都 是 互 为 共 罗 的 调和 函数 , 但 两 
个 调和 函数 x(z?)、"(2) 的 线性 组 合 x(z) 十 ip(z) 未 必 是 解析 函 
数 . 

根据 上 一 段 的 证 明 ,任意 调和 函数 在 其 定义 域 中 每 一 点 的 足 

够 小 的 单 连 通 邻 域 内 必 有 ( 单 值 ) 共 斩 调 和 函数 ,但 一 般 说 来 ,这 些 
局 部 共 罗 调 和 函数 未 必 能 连 合成 整个 区 域 D (或 曲面 R ) 上 的 ( 单 
值 ) 共 斩 调 和 函数 . 但 是 ,如 果 D (或 曲面 R ) 是 单 连通 的 ,那么 ， 
根据 第 二 章 8$ 2 的 单 值 性 定理 ,这 种 ( 单 值 ) 共 罗 调 和 函数 是 存在 
的 . 更 男人 感 兴趣 的 是 下 面 的 关于 解析 函数 的 单 值 性 定理 . 

定理 6 设 xm 是 单 连 通 区 域 6 之 一 点 , fo(z) 是 在 aa 的 一 个 
邻 域内 定义 的 解析 函数 . 若 fa(z) 可 以 沿 从 aa 引出 且 全 部 位 本 C 
中 的 折线 进行 解析 延 拓 , 则 所 有 可 能 的 这 种 延 拓 之 全 体 可 用 来 定 
义 一 个 在 整个 6 中 正则 的 单 值 解析 函数 . 


6. ”Harnack 原理 
设 u(z) 是 圆 盘 U6: = 二 0(0,p) 内 的 调和 函数 ,而 在 闭 圆 盘 0。 
连续 ， 据 不 等 式 
Br (1) 
Fr 人 < i 


p 
车 在 U, 内 "2) 关 0, 则 
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| 

2 

© 
和 ~ 
© 
Ne 


va < 二 Cp Et ud0), 


同 更 易 信 计 务 一 a 由 此 得 Harnack 不 等 式 
疆 丑 u(0) 二 az <<e 士 问 uC0). (3) 


Harnack 不 等 式 可 以 推广 为 下 面 形式 : 


定理 7 设 6 是 Riemann 曲面 的 一 紧 致 子 区域 , 对 任意 正 
数 p, 记 G(O) 一 已 04z,0) ,存在 一 常数 K,(0) 使 得 对 任意 定义 在 
G5) 的 恒 取 正 值 的 调和 函数 a(z)、 对 任意 两 点 >.zEG， 

u(z) < KG)ulz0). (4) 

证 由 于 {0(z,p/2) | zEG) 是 G 的 一 个 开 芽 盖 ， 则 必 有 一 个 
有 限 子 团 盖 , 记 其 为 .er， 不妨 设 该 子 覆 盖 族 由 mCp) 个 圆 盘 组 成 
并 含有 0Cz0,p/2). 记 KG) 一 (30)2 

现在 ,用 一 曲线 也 连接 z.a, 使 得 ZCG6. 于 是 存在 -ez 的 某 个 
子 族 {O(zap/2))-o 材 盖 志 ,其 中 zEOGzr yp/2) ,而 每 个 OCzvP/2) 
都 与 0(a ,py/2).O(zarp/2) 相 交 , 其 中 j= 二 1,2,…,J 一 1. 根据 
Harnack 不 等 式 即 可 得 

uD 3 ulz)、 MG) 三 [ets]u !))，T 志 p/2， 

其 中 j==1,…,J. 由 此 可 得 x(z)<K,O)u(zo). 下 


推论 设 5 是 Riemann 曲面 R 的 一 紧 致 子 区 域 ,而 x(z) 是 
定义 于 5 的 调和 函数 . 若 在 5 上 恒 有 x(2) 之 0. 则 存在 一 仅 与 区 域 
G 有 关 的 常数 K(G) 使 得 

ua ZKOulzo), VY zr0€G. (5) 

由 Harnack 不 等 式 可 导出 一 重要 定理 ， 即 Harnack 原理 : 

定理 8 设 w(z) 是 定义 在 Riemann 曲面 R 的 子 区 域 b. 内 的 
调和 函数 . 记 0=UD. 如 果 对 任 一 zE D, 存 在 邻 域 V., 使 得 除 有 
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限 个 区 域外 所 有 的 D 都 包含 V: ;而 且 在 凡 中 , 当 足够 大 时 有 
ww(z)S<wi1(z)， 那 么 或 者 w(z) 在 D 内 紧 致 一 致 收敛 于 十 co, 或 
者 在 D 内 紧 致 一 致 收敛 于 D 内 的 一 个 调和 函数 x(2). 

证 设 aED 使 imw(zo) 一 十 co 考虑 za 满足 定理 条 件 的 参 
数 圆 Po:=O(zor), 则 有 自然 数 mm, 使 当 x 宇 m 时 ww(z) 在 Pa 内 调 
和 且 zu(2 委 w+(z)， 若 在 (3) 式 的 左边 不 等 式 内 以 ww 一 un 代替， 
则 可 得 w 在 圆 盘 fw :=O(za,r/2) 内 一 致 趋 于 十 cc. 

另 一 方面 , 车 有 a1ED 使 得 imw(z)<< 十 co, 应 用 式 (3) 右 
边 不 等 式 同样 可 证 ww(z) 在 Vv :二 0(z1,m1/2) 上 有 界 . 记 

D'= {z:€D| Jiman(2) 一 十 co}， 

D:= {z€ DI| limu,(2) 一 十 co). 
据 上 面 证 明 , D, 和 D; 都 是 开 集 , 且 7=D1U Ds 由 于 D 是 连通 集 ， 
故 D, 和 D: 中 必 有 一 为 空 集 . 

若 至 少 有 一 点 # ED 使 得 limw(z ) 一 十 co， 那么 D 尖 好 ,由 
此 即 得 limw.(z) 寺 十 0. 其 致密 一 致 收敛 性 可 由 Heine-Borel 有 限 
葵 盖 定理 来 证 明 . 

相反 地 , 车 u.(z) 的 极限 处 处 有 限 , 采用 上 述 对 应 情形 的 记 
号 , 对 圆 盘 VI 及 n 宇 m 必 有 (2) 一 un(z) 志 3[u(z1) 一 un(z1)j. 这 
说 明 w(z) 在 一 点 收敛 必 导致 在 某 一 邻 域 内 一 致 收敛 , 应 用 
Heine-Borel 有 限 覆 盖 定 理 , 可 得 w(z) 在 D 上 紧 致 一 致 收敛 . 至 
于 极限 函数 xz) : =limw(z) 的 调和 性 可 从 u(z) 能 以 Poisson 积 


分 表示 ,并 且 积 分 核 是 调和 函数 得 出 ，1 
7. ”Harnack 原理 的 一 般 形式 


定理 9 设 Riemann 曲面 R 上 有 一 调和 函数 族 2 满足 条 
件 ; 对 任意 wweE av 存在 wE 2 使 > max (xxa),， 则 函数 
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Us = zz) 
或 者 为 调和 , 或 者 恒 等 于 十 oc. 
证 对 任 一 点 zaER, 存 在 一 函数 列 wE 2 使 
limu.(z0) = VU(z0). 
取 w=u，, 由 条 件 可 取 wz€ 人 使 >> max (ez)， 归 纳 假设 w-， 
已 取 好 , 则 取 wE 和 使 w 壹 max G4,w, -1). 由 此 得 一 中 非 减 
函数 列 (ww} 习 ,得 同样 有 
Jimav(zo) = U(zo)， 
根据 Harnack 原理 ， 
Uo(z): = Jimax(2) 
或 为 调和 , 或 恒 为 十 ce, 且 满 足 条 件 UoCzo) 一 w(zo)， 
现在 , 对 另 一 点 zt ER 必 有 一 函数 列 ww E 2U 使 
limaw (z0 ) 一 U(z0' ). 
于 是 , 类 似 于 前 面 推理 , 根据 条 件 w' 达 max (ww' ,wzw-0D， 取 一 
QU 中 非 减 函 数列 {ww } 沁 其 极限 函数 
Uy (z) : = lim zw (z) 
必 满 足下 列 两 条 件 : 
(1) Uo (2z) 宕 Uo(z) ;和 
(2) Uo (zo) 一 Uo(zo)，Uo (20 )=U(z0 ). 
如 果 Vo 和 Uo 都 是 有 限 的 , 则 Uo 一 Vo 在 a 有 极 大 值 0. 据 最 大 
值 原理 , 必 有 Uo 二 Vo .又 由 于 U(zo ) 二 Vo(z0' ), 故 ww 的 任意 性 
歼 含 VU(z) 三 Uo(z) 的 调和 性 . 
若 Uo(z) 圭 十 co， 则 Uo' (z) 寺 十 co， 从 而 Uzo0' ) 一 Uo (zo0' ) 
一 十 co. 由 zo 的 任意 性 得 UV(z) 三 十 oo. | 


| 
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8.， Dirichlet 原理 


引 理 2 设 w(z) 是 闭 圆 环 4:= 二 {210<p<1z| 声 1) 上 的 连续 
函数 , 日 在 开 圆 环 4; 二 {zp 过 1z| 过 1} 上 具有 分 片 连续 的 一 阶 偏 
导数 , 又 设 a(z) 是 4 内 的 调和 函数 , 目 在 4 上 是 连续 的 . 若 在 4 
边界 34: = 二 人 4 上 w=w, 且 克 [四 := 六 [Do 天 < 则 

plul < Plw]. 
如 果 w 在 4 上 不 是 调和 的 , 那么 D[uj<D[Lwj. 
证 设 在 4 内 


u(z) = u(re’) 一 4iogr 十 ao 
十 > (om 十 arr9 cos 忆 十 > 十 Dr sin M， 
其 中 
i i 
m= 3 ule") db = pe w(e”) d0， 
2n 
ea 十 at 二 二 | ul(e”) cos k0 d0 一 | wle") cos MO do, r (2) 
njo njJo 
1 2s 1 2n wy 5 
bh 十 bi 二 一 | ule") sin kd) 一 一 | 20(eg) sin 1M0O d0. 
njo n jo 
1 位 we I ey hb 
4log p 十 wm 二 去 上 u(pe")d0 = 支 | w(pe" )db， 
ap 十 ap 二 2 ul pe”)cosk0 db = : “ioCpeeycostbdg， 
| 
bp 二 bp = i upe")sint0 dg = i wpe')sinkhodo. 
(3) 


置 
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ta(z) 一 4log7r 十 ao 十 > (om 十 air-9 cos MO 


(4) 
十 Dart + bm t) sin KO, 

让 

则 Auw=0, 且 
Ea 人 A+ Scar 1'— a-wr--!) cos NO 
t= 
十 or， 十 Dr- 于 D sin MO， 
上 三 1 

所 以 


L [人 we 纪 | ,00 


n 
= 2 + Sh — ED 十 六 HE 一下， 
=1 =| 
且 根 据 (2)， 
wa { Qu 
元 | wle )[ 对 dg 


= [2 d9 十 > KGas = 1 人 w(e") cos 10 dO 
IJ A no 
十 Dr —b-) 4 人 wle”) sin k0 d0 
Ee 


一 2oo4 十 > qi 一 时) + PGE — BD). 
Ranh =| 
因此 
i i au 
wy -ceo)( 旨 = 
类 似 可 得 
人 (aoCpe 一 wuCpe)) 


(对 db 一 0. 
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根据 Green 公式 有 Ds[wo 一 yi] 二 0, 从 而 
Dlw] = Dw] 十 Dv m2 Du] Dr[u,], 
其 中 4 是 包含 在 4 内 的 圆 坏 域 . 先 令 n>oo, 然后 令 4 一 4 则 
得 
Dilu] < DLo]. (5) 

下 面 证 明 车 D[4]==D[w], 则 ww 

设 wv(z) 二 w(z) 十 2Cu(z) 一 w(z)), 它 显然 满足 关于 w(z) 的 条 
件 , 则 

Dlu] < DLv] = DLw] 十 220[o — w] + XD[u — w] 
因此 , 若 Pf]j==D[iwj, 则 22D[e ww 一 ww 十 D[u 一 w] 宇 0. 由 于 和 的 
任意 性 可 得 D[w,u 一 ww] 二 0, 故 等 式 D[4] 二 DLaw] 十 D[u 一 w] 成 立 . 
因此 Dx 一 wj 二 0, 即 得 w 一 w 三 conzt.. 但 在 4 边界 24:= 个 4 上 
有 一 w=0, 故 wu 一 w 三 0, 即 三 w. 因此 , 如 果 w 在 4 上 不 是 调 
和 的 , 那么 D[wj<D[wj. 1 

类 似 地 可 证 


引 理 3 设 w(z) 是 闭 圆 盘 0C0,1) 上 的 连续 函数 , 且 在 开 贺 
盘 0(0,1) 上 的 连续 上 具有 分 片 连续 的 一 阶 偏 导 数 ， 又 设 u(z) 是 


若 在 圆周 {z| 1z|=1} 上 4=w, 且 02 四]<<co， 则 
Dlu] < Dlw]. 

如 果 w 在 0(0,1) 内 不 是 调和 的 , 那么 PD[x]<D[wj. 

引 理 4 设 {uw.(z))2 是 闲 Riemann 的 区 域 D 内 的 调和 函数 . 
如 果 存 在 一 正 数 K 和 点 wnED 使 得 对 任意 自然 数 n, PD[wJj<K 且 
ww(z0) 二 0， 那么 fu(z)) 呈 | 是 一 正规 族 . 

证 设 4: 一 0(zo,p) 是 包含 在 D 内 的 闭 圆 盘 . 又 设 w(z) 是 
wu.(z) 在 4 内 的 共 印 调和 函数 . 将 wz) 规范 化 , 使 得 "(20)==0， 
并 置 (2) 二 wz) 十 obz). 则 天 (2) 在 4 内 为 正则 且 /.(z0) 二 0. 
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根据 引 理 1，|f'(z) 上 是 下 调和 的 , 于 是 对 于 4: 二 0Cz0,p1) 
《pi<p} 内 的 任 一 点 = 


Wor<ats| I +r lr 
本 np—p)Jo Jo 


D[ us K 
Smo <p py 
, KI 
I OPAE ji VsEh (0) 


所 以 对 任意 z€ 41 有 
lw(z)| |f(z)| 委 


人 e+reoler < .2 (2) 
于 是 对 于 任意 两 点 21、zz€ 4 有 
laC20) — wz22)| 委 | 天 (z) — lz2)| 
< Ee al (3) 
< 上 pl lal SE 二 
因此 {wz))% , 必 为 一 致 有 界 、 且 在 4 1 从 而 在 
D 的 任意 一 个 紧 子 域 D1 上 亦 如 此 . 根据 Arzela 定理 ，{w(2))2 
是 一 个 正规 族 . 上 
定理 10 (Dirichlet 原理 ) 设 闭 Riemann 曲面 窒 盖 在 复 球 
面 K:={z||z|<oo} 上 . 设 D 是 8 的 一 个 子 区 域 ， 其 关于 的 相 
对 边界 由 有 限 条 互 不 相交 的 Jordan 曲线 组 成 : = 二 U T。 又 设 
D 上 存在 这 样 一 个 函数 wo(z), 它 在 D 上 连续 、 具 有 分 片 连续 一 阶 
偏 导数 县 其 Dirichtet 积分 D[wo] 有 限 . 将 全 体 与 we(z) 具有 相同 
性 质 且 在 "上 与 w 相等 的 函数 w(z) 组 成 之 族 记 为 多 、 若 置 
d= nf Dlw], 
则 存在 一 调和 函数 wz)E .7 使 得 D[uj=d. 
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证 根据 v 的 定义 , 可 在 中 选取 一 个 函数 列 {w) 吕 使 得 
Do]-d (x>o0). 设 TY 是 D 中 的 位 于 工 之 足够 小 邻 域内 的 一 
解析 Jordan 曲线 , 它 与 愉 所 围 区 域 是 一 个 二 连通 区 域 4, 其 中 4 
与 4(i 关 让 不 交 . 

设 wu?(z) 是 4 的 调和 函数 , 使 在 1Y UT 上 432) 二 w(z)， 
现在 将 4 共 形 映 上 6- 平面 的 圆 环 域 

Vi:={610<p<le<1) 
使 得 TY 和 工分 别 对 应 {611c1=p) 和 {e211e|=1}. 将 wu?(z) 和 
wl(z) 考虑 为 所 上 关于 变量 上 的 函数 , 由 于 Dirichtet 积分 是 共 形 
不 变 的 , 则 由 引 理 2 可 得 D,[x®*]<Dsbw] 

因此 , 若 在 D 上 定义 她 (z) 使 得 在 4 上 忆 =xG 一 1, 2 
六、 而 在 和 NU 4 上 六 (一 m(9， 则 交 E 多 目 PL]<P[m]， 
所 以 DLzo]->d (n->oo)， 由 此 可 假设 

wz) 在 4.G 一 1,2,…,k) 内 调和 . (1) 

如 果 在 六 上 置 w(z) 二 (6)， 由 于 尺 (6) 一 (6) 在 太 内 调和 
且 在 {5s116|=1} 取 值 0, 则 在 世 :={s1p 过 16| 之 1/p) 内 调和 
且 


D [mw 一 由 = 2D, [1 一 0] 


= 20[w — wo < 2 VD + VD 
所 以 Di [wm 一 中] 关于 4 二 1,2,… 有 界 . 又 因为 在 (5116|=1) 上 
一 0 二 0, 应 用 引 理 4， 可 以 从 {一 m} 选 一 子 列 , 仍 用 原 记号 ， 
使 其 在 中 上 一 致 收敛 , 从 而 避 在 Vr 上 也 一 致 收敛 . 由 此 可 见 存 
在 w(z) 使 得 

lim ww.(z) 二 w(z) 在 4 是 一 致 的 ,i 二 1,2,…*o 《2) 


于 是 w(z) 在 U4 内 调和 、 在 了 上 连续 , 且 在 上 w=w=w 
设 是 4 内 分 离 [Y 和 工 的 解析 Jordan 曲线 又 设 细 是 以 
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也 为 边界 的 且 包 含 UL 的 D 的 连通 子 区 域 . 器 9 一 Dou, 则 由 
(2) 得 

Dew] = lim Dew,]. (3) 
设 g(z) 是 @ 内 的 调和 函数 , 使 得 在 山上 % 一 几 根据 假设 
(0D), wz) 在 调和 . 由 于 在 交 上 一 邮 一 0, 故 四 一 岂 在 的 
某 邻 域 Wi 内 调和 ,从 而 p 亦 在 以 内 调和 . 所 以 2p/w 在 上 连 
续 ,其 中 。 表 示 关于 Qu 的 内 法 向 .根据 Green 公式 ， 


Du Liw. — sp] > | (au — 9,) 3 ds = 0， 


从 而 
Do, Liw] = Da[w] 十 Do, Lu, 一 %]， 

故 

Do Lp] < Do[zo]. (4) 

由 (2) 知 w(z) 在 内 是 一 致 收敛 的 . 由 (4) 知 [mw 一 必 ] 关 

于 n=1,2,… 是 有 界 的 ,而且 在 x 上 有 9 一 ww 二 0. 因此 , 在 以 
内 多 一 必 ， 从 而 gp 是 一 致 收敛 的 . 置 

9(2) = lim Pz), 


则 p02) 在 QuU(U 四 内 调和 , 且 D4] 一 lim Du[w] 故 根据 
〈4)， 

Dalp] < lim DaLo]. (5) 
现在 , 在 D 内 定义 函数 4(z) 如 下 : 在 2 内 定义 4=9, 在 De 
上 定义 4 二 w. 那么 根据 (3) 和 (5)， 

Dlu] < lim Dlw.] = a. 

由 于 uE 多 , 则 
D[u] = 4d. (6) 
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显然 ”在 DU > 内 调和 . 下 面 证 明 4 在 U ”调和 为 此 候 
设 4 在 某 点 maEy 处 不 调和 . 设 4 是 以 a 为 图 心 的 了 内 的 足够 小 
的 圆 盘 , 而 "(z) 是 以 x(z) 为 边界 值 的 4 的 Dirichlet 解 ， 则 根据 
引 理 3, VD,[*]<DJ[uJ. 于 是 车 在 D 上 定义 函数 如下: 在 4 内置 
ji 在 信 4 上 置 i=w, 则 iE€ 多, 上 且 DE]J<D[u]j=d. 了 矛盾， 从 
而 4 在 Uy 调和, 即 得 知 在 D 内 调和 .1 


注 若 we .9 且 Pp[w]=d, 则 根据 引 理 3, w 在 7 内 调和 ， 
因此 WU. 从 而 w 是 唯一 的 . 


§ 3” 半 调 和 函数 与 Dirichlet 问题 


1. 半 连 续 函 数 


设 眉 是 一 盖 在 复 = 球面 上 的 Riemann 曲面 , 而 w(z) 是 定义 
在 R 的 子 集 D 上 的 广义 实 值 函 数 ， 又 设 一 oo<w(z) 达 十 oo (对 应 
地 ,一 co<o(z) 委 十 co). 若 对 于 点 zxED， 
(ao) 之 2) (对 应 地 , w(z0) 过 二 w(z)) ， 


则 称 w(z) 在 点 % 是 上 半 ( 对 应 地 , 下 半 ) 连 续 的 . 若 w(z) 在 D 上 
的 每 一 点 都 是 上 半 ( 对 应 地 , 下 半 ) 连 续 的 , 则 称 w(z) 在 D 上 是 
上 半 连 续 的 (对 应 地 , 下 半 连 续 的 ). 

容易 看 出 , w(z) 在 8 的 开 子 区 域 G 内 是 上 半 连 续 的 (对 应 
地 ,下 半 连 续 的 ) 当 且 仅 当 对 任意 实数 t， {zlw(z)<t,zEG} (对 应 
地 ，{zlw(z) 之 t, zE0)) 是 开 集 . 

设 B 是 R 的 紧 致 子 集 , 而 w(z) 是 定义 在 上 的 上 半 连 续 ( 对 
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应 地 , 下 半 连 续 ) 函 数 . 那么 存在 实数 W 使 得 

wz) 魏 风 《对 应 地 , w(z) 之 M). (1) 
捉 实 上 , 如果 假 设 不 等 式 不 成 立 , 那么 存在 中 点 列 {z}) 公 ,使 得 
uC(20)- 一 十 co〈 对 应 地 ,~ 一 co). 不 妨 设 二 收敛 于 点 aE 8 则 有 
(2z0) 一 十 co〈 对 应 地 , 一 一 ce). 与 定义 矛盾 . 故 式 (1) 成 立 , 

为 讨论 半 调 和 函数 性 质 需 要 ,引进 下 面 引 理 ， 

引 理 1 设 8 是 复 =- 球面 的 一 开 集 ， 则 2”(2) 是 2 内 的 上 半 
(对 应 地 , 下 半 ) 连 续 函 数 当 且 仅 当 对 8 内 的 任意 紧 集 5, 存在 书 
上 连续 函数 列 {wj} 人 ,使 得 四 单 调 下 降 ( 对 应 地 ， 上 升 ) 趋 于 迪 

证 “只 证 上 半 连 续 情形 . 设 条 件 成 立 . 对 任意 zE 9, 取 正 数 
7 之 0 足够 小 使 得 B=OCGayrJC2. 则 集 {z|p(2)<<t, zE€ 0(z0,7)} 
对 任意 实数 4 皆 是 开 集 , 故 

{zlz(z) <t, z € Oz0,7)): = 局 {z|g(z) <t 2 € Oz0,7)} 
也 是 开 集 ， 从 而 w(z) 在 EE 是 上 半 和 连续 

反之 , 设 w(z) 在 2 内 为 上 半 连 续 ,对 任意 紧 集 BC2, 对 任 

意 :之 0, 存在 的 有 限 履 盖 {0(z,e))_,. 构造 单位 分 解 


Sw VzEB， 
其 中 风 (z) 连 续 ， 且 (D>0、 supp WSO 0). 置 
Mj= ps w(z), g.(z) 一 Ewe 
令 e 二 1/k(k 二 1,2,…) 得 函数 列 {g1(z)) 这 i. 由 于 w(z) 在 上 为 上 
半 连 续 , 故 limgi(z) = 二 w(z) (zEB). 若 取 91 二 91、9x 二 min(91,92)、 
min(p_1190， 则 函数 列 {pC2)) 包 , 即 为 所 求 ， 1 
2. 上、 下 调和 函数 及 其 最 佳 调 和 优 、 劣 函数 


极 值 性 质 是 调和 函数 的 重要 性 质 ， 然 而 却 不 是 它 的 特征 属 
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性 , 而 是 半 调 和 函数 的 属性 ， 当然, 之 所 以 引进 半 调 和 函数 概念 
还 在 于 对 其 本 身 性 质 的 兴趣 . 


定义 1 设 尺 是 一 盖 在 复 = 球面 上 的 Riemann 曲面 ,而 "(z) 
是 定义 在 的 子 区 域 C 内 的 上 半 ( 对 应 地 , 下 半 ) 连 续 实 值 函数 . 
又 设 "(z) 天 一 co (对 应 地 ， 半 十 oo)， 称 +(z) 是 6G 内 的 
下 调和 函数 (对 应 地 ， 上 调和 函数 )， 如 果 下 面条 件 成 立 ; 对 于 G 
的 任 一 子 区 域 6 ， 对 于 任 一 在 0' 内 调和 而 在 其 闭 包 5 连续 的 函 
数 4(z), 车 在 边界 26' 上 (2) 秋 lz) (对 应 地 ,+(z) 宇 h(z)), 则 在 
G' 内 也 有 10(2) 志 hz) (对 应 地 ，"(z) 之 hz))， 

上 、 下 调和 函数 统称 为 半 调 和 函数 . 

设 "(z) 是 定义 在 6 内 的 下 调和 (对 应 地 ， 上调 和) 函数 对 于 
闭 包 在 5 内 的 任 一 开 圆 盘 4, 根据 引 理 1, 存在 在 其 闭 包 4 上 的 
连续 函数 列 {p.) 忆 ,使 得 对 任意 zxE 4, qx 单调 下 降 ( 对 应 地 ， 上 
升 ) 趋 于 wz). 由 于 圆 盘 4 的 以 mw 为 边 值 的 Poisson 积分 有 ,Cz) 是 
在 4 内 调和 而 在 3 连续 的 函数 , 故 根据 定义 , 在 了 上 

AOPAAOP RPAAOPAG, 
(对 应 地 ,111(z) 委 11(2) 过 入 1(z) 二 1(2)). 
又 由 于 4(z) 关 一 oo (对 应 地 , 半 十 oo)，, 根据 Harnack 原理 ,存在 
4 内 的 调和 函数 万 (对 应 地 , (2) ) 使 得 
limH,(2) = H(z) 17) 
(对 应 地 ， limH.(z z) = H(z) < v2)). 

将 五 (z) (对 应 地 ， H(z)) 称 为 e() 在 4 内 的 调和 上 属 或 最 佳 调和 
优 函数 (对 应 地 , 调和 下 属 或 最 佳 调 和 劣 函 数 ). 

注 调和 上 、 下 属 的 概念 显然 适合 Jordan 区 域 的 情形 , 只 要 
用 Direchlet 问题 的 解 代替 Poisson 积分 即 可 (参看 下 面 第 6 段 ). 
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3 半 调 和 函数 的 平均 值 性 质 


定理 1 设 有 是 一 盖 在 复 >- 球面 上 的 Ricmann 曲面 , 而 2) 
是 定义 在 尽 的 子 区 域 C 内 的 下 调和 (对 应 地 ,上调 和) 函数 . 则 对 
任意 点 zaEG, 存在 正 数 po, 使 得 0(z,po)Cc 且 


Cy < 直 [ee H pcd0，VYPpE (Ooo) (Cx) 


对 应 地 , "(zo) 之 让 人 ee 二 peodo，YVPpE (0,p0)). 
证 由 证 下 调和 情形 . Se G 中 使 得 >"(z) 之 一 co 的 点 
zo 不 妨 设 加 的 参数 圆 之 闭 包 信 :二 {z||z 一 | 二 p} (po>>0) 包 含 
于 G 内 . 根据 第 1 段 式 (0) 有 sup v(z)<=++o0. 
对 任意 rE (C0,po), 记 4={z||z 一 %| 过 7}、y 二 94,6 二 zo 十 TE， 
设 万 (z) 是 第 2 段 中 所 述 w(z) 在 4 内 的 调和 上 属 ,而 
Hi(z) H(z) (2) (V2EN 
是 对 应 的 调和 函数 列 ， 则 
ua) 之 也 (zn) 二 小 [mca0, (1) 
又 本 一 人, 在 y 上 关于 为 不 减 的 , 且 轧 一 奈 一 太一 "之 0 于 是 
lim n 人 Ce H.Ce)Jd0 = | [PCe) — vlé)Jd0. (2) 


由 下 『 [HO) 一 HCO) Jd0 = H(zo) 一 H(zo) 和 (1)、(2) 得 
pe i [81(6) — 1(6) 0 < H(z0) — v(m) < co 
故 五 (2) 一 ez)， 从 而 vCz) 在 y 上 可 积 . 因此, 由 (C2) 可 得 
lim | H.C)e0 = | (ao， (3) 
电 (1) 得 知 
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ee pe 让 J rao 近 去 | 十 re0dg。 (4) 
定理 得 证 . 上 
注 从 定理 1 可 看 出 (i) 半 调 和 性 是 局 部 性 质 ， 
(ii 实 值 函数 u(z) 为 调和 函数 当 上 且 仅 当 xz) 既 为 上 调和 函 
数 又 为 下 调和 函数 . 
(者 ) 类 似 地 ,由 #0) 过 本 (0) = 十 到 | H.Cz0 + por)p dpd0 
可 以 证 明 wz) 在 4 上 可 积 . CD 可 和 
ry 人 na)pdp 之 赴 5:| 人 Ge 十 peopdodb 
人 (5) 
nar es + pe pdpdo, VrE (0,p). 


nr 

由 定理 1 容易 证 明 下 面 的 定理 2、3. 

定理 2 (i) 若 函 数 "(=) 是 上 调和 的 , 则 函数 一 "(z) 是 下 调 
和 的 . 反之 亦 然 . 

(il ”车 函 数 (2)G=1,2,…,n) 是 上 调和 (对 应 地 , 下 调和 ) 
的 , 则 函数 "(2): = = Den ) (ec > 0) 是 上 调和 (对 应 地 , 下 调 
和 和 ) 的 . 

(iii) 车 函数 (2) (=1,2,…,n) 是 上 调和 的 ， 则 函数 "(z) : 
一 min n :(z) 是 上 调和 的 ; 车 函数 w(2)(i 王 1,2,…,) 是 下 调和 
的 ， 网 丙 数 (2)， 一 max w(z) 是 下 调和 的 . 


定理 3 设 D 是 Riemann 曲面 8 的 一 子 区 域 ,而 (uw(z)) 站 是 
定义 在 D 内 的 上 调和 (对 应 地 , 下 调和 ) 函 数列. 又 设 
lim wz) =u(2), V2€ED. 
则 xz) 为 上 调和 (对 应 地 , 下 调和 ), 若 下 面 两 条 件 之 一 成 立 ， 
GD 其 收敛 在 D 内 广义 一 致 的 . 
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(iD) 对 每 个 固定 的 zxE D, ww(z) 关 于 是 单调 增加 (对 应 地 ， 
单调 减少 ) 的 ， 

定理 4 设 R 是 一 个 覆盖 在 复 = 球面 上 的 Riemann 曲面 , 而 
v(z) 是 定义 在 R 的 子 区 域 G 内 的 下 调和 (对 应 地 ， 上 调和 ) 函 数 . 
那么 w(z) 在 区 域 c 的 任 一 紧 致 子 区 域 上 是 可 积 的 ,从 而 在 内 几 
乎 处 处 成 立 着 (z) 之 一 02. 

证 根据 定义 ， 有 w(z) 半 一 oo, 所 以 存在 一 点 zxED 使得" 
(20) 之 一 00, 设 4 是 包含 于 区 域 G 内 以 及 为 心 的 圆 盘 , 则 由 定理 1 
的 附注 ii) 可 知 "(z) 在 4 上 是 可 积 的 ,从 而 wz) 之 一 oo 在 4 内 几 
乎 处 处 成 立 . 由 此 容易 证 明 w(z) 在 包含 于 区 域 G 内 的 任意 闭 区域 
上 是 可 积 的 . 上 


4. 半 调 和 函数 的 极 值 原理 

定理 5 〈 极 值 原理 ) 设 c 是 Riemann 曲面 R 上 的 一 个 子 区 
域 ，"(2) 是 6 内 的 下 调和 (对 应 地 ， 上 调和 ) 函 数 . 记 a 二 sup v(2) 
(对 应 地 , a=inf >(2)) 车 a 二 十 oo (对 应 地 , a 之 一 0) 且 存在 一 


点 zaEG 使 得 (sz 一 cy 则 在 G 内 w(z) 三 a. 
证 只 证 下 调和 的 情形 . 置 
A= {zlv(z) = a, 2 € 0}. 
则 由 * 的 上 半 连 续 性 可 知 4 是 6 中 相对 闭 集 ， 男 一 方面 , 4 也 必 
为 G 的 相对 开 集 . 根据 定理 1, 对 zE 4, 存在 一 正 数 m 使 得 


+(z0) 魏 去 [ev 十 pe’)d9, VpE (0,p0). (x%) 
NJo 
但 由 于 wv(z0) 之 vzo 十 Pe")， 则 
vz0) 一 人 人 es 十 pe)dg， YPpE (0,p0). 
于 是 在 邻 域 Vo: =0(z0,po) 内 +*(z) 二 a 几乎 处 处 成 立 
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对 任意 x EUo, 存在 EUo 使 (a)=a 且 有 >z Or>co). 由 
上 半 连 续 性 , 有 


xz ) 之 limv(z) pe 
又 a 宇 v(z' ), 从 而 a=v(z' )， 即 得 UoC4. 所 以 4 为 开 集 . 但 6 
是 连通 集 , 所 以 由 xzE4CG 必 有 4=6. | 
注 “事实 上 , 定理 5 的 证 明 只 要 求 »(z) 关 一 oo、 上 半 连 且 满 
足 式 (* ) 即 可 . 
引 理 2 设 c 是 Riemann 曲面 R 上 的 一 个 相对 紧 子 区 域 . 又 
设 w(z) 半 一 o0( 对 应 地 , 半 十 co) 是 定义 在 6 内 的 上 半 连 续 函 数 . 
如 果 函 数 wz) 或 恒 为 常数 、 或 在 6 内 不 取 最 大 值 (对 应 地 ， 最 小 
值 ), 且 存 在 实数 过 十 oo( 对 应 地 , K> 一 oo) 使 得 对 G 的 边界 
06 上 的 每 一 点 a, 有 
jim2z(C 入 (对 应 地 ， 和 ?GD > K), 
那么 在 G 内 也 有 wz) 志 KK 《对 应 地 , wl(z) 宇 K), 且 若 在 G 的 某 
一 内 点 wz) 取 值 K, 必 有 wz) 三 K. 
证 只 证 下 调和 情形 . 置 M=sup v(z) 志 十 o0. 
车 wz) 三 M, 则 M= dim, vk. 故 v2) 和 KK, VY 2z€EG. 
若 "(2) 天 M， 用 全 、 本 的 作 人 人 全 人 人 使 得 
limz(z) 一 
由 条 件 知 点 列 {) 在 G be 否则 假设 xEG 是 其 聚 
点 ， 则 有 子 列 >zo(k>oo0). 于 是 由 * 人 
M 二 pa) 之 limz(zu) 一 
这 显然 与 wz) 在 6 内 不 取 到 最 大 值 相 矛盾 . 全 由 相对 紧 致 性 可 
知 (za} 必 有 聚 点 wE 96. 故 有 子 列 ,一 a, 从 而 
M= limz(zu ) 去 dm v(2) < 
即 有 "(z) 福 KEK，V zEG. 
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最 后 , 若 存在 mEG 使 得 "(Cz) 一 区， 必 有 "(z) 一 M 一 玉 . 根 
据 极 值 条 件 , 在 G 内 有 *z) 三 K. | 


定理 6 ”( 极 值 原理 ) 设 G 是 Riemann 曲面 R 上 的 一 个 相对 
紧 子 区 域 ,而 "(z) 是 G 内 的 下 调和 (对 应 地 ， 上 调和 ) 函 数 ， 又 设 
h(z) 是 G 内 的 调和 函数 , 且 在 6 :=CUac 上 连续 . 若 对 G 的 边 
界 36 上 的 每 一 点 a, 有 
dn (2) 过 hla) (对 应 地 ， | (2) 宇 h(a)),， 


则 在 G 册 DSS (对 应 地 ， ODN 且 若 在 6 内 某 一 点 
等 号 成 立 , 必 有 v(z) 三 4(z). 

证 根据 定理 5, 函数 2(z) 一 4(z) 满 足 引 理 2 的 所 有 条 件 . 
取 K=0 即 得 本 定理 . 上 


综合 定理 1、 定理 5( 参 见 附注 )、 引 理 2 和 定理 6 即 得 


定理 7 设 w(z) 是 Riemann 曲面 R 上 的 相对 紧 子 区 域 6G 内 
的 上 半 连 续 (对 应 地 , 下 半 连 续 ) 实 值 函 数 . 又 设 "(z) 天 一 co (对 
应 地 , 天 十 co), 那么 下 面 三 命题 等 价 : 

(i) (2) 为 下 调和 (对 应 地 ， 上 调和 ) 函 数 ， 

(it) 对 任意 点 zaEG， 存在 正 数 m, 使 得 若 0(zvpo)CG, 则 


(ao) 过 下 上 ba 十 peo0dg，YPpE (0,p) 


对 应 地 , wlzo) 之 元 Jove 十 peodg，VpE (C0,p)). 

(iii) 对 任 一 闭 包 在 G 内 的 相对 紧 区 域 9， 对 任 一 在 G' 内 调 
和 函数 4(z), 差 函 数 "(z) 一 A(z) 或 恒 为 常数 、 或 在 G' 内 不 取 最 
大 值 (对 应 地 , 最 小 值 ). 

注 第 四 章 $ 1 定理 5 将 证 明 下 面 又 一 等 价 命题 : 

(iv) 对 任意 点 maEG, 存在 正 数 m, 使 得 若 0Cz0,p)CG,， 则 
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(Go) < 由 ra 十 reDrdrdg，Y PE C01) 
=—s0l<p 


对 应 地 , wz) 之 二 |r 十 re rard0,Y p € Com. 
第 四 章 8$ 1 定理 7 还 给 出 与 Laplace 方程 有 关 的 另 一 等 价 命题 . 
5 上 、 下 函数 


设 6 是 以 了 为 其 边界 的 Riemann 曲面 的 相对 紧 子 区 域 . 又 
设 4 是 包含 于 G 内 的 圆 盘 . 对 G 内 的 连续 函数 "(z?), 设 w(z) 是 
关于 4 以 "(z) 为 边界 值 的 Poisson 积分 , 并 置 

pe w(z), 当 z € 4， 

v(z)， 当 zEGNM. 
则 对 任意 两 函数 x(z)、v(z)EC(G), 有 

(iD aw(z) 十 Bes(z) 二 (au(z) 十 Be(z))s, 其 中 .6 是 两 个 常数 ; 

(iD 在 G 内 , 车 有 w(z) 二 0(z), 则 也 有 加 (2) 入 (2)， 

由 定义 易 得 

引 理 3 (iD 在 G 内, 若 "(z) 是 上 调和 的 , 则 wz) 之 w(z); 

(ii 在 G 内 , 若 "(z) 是 下 调和 的 ， 则 "(z) 入 m(z)， 

引 理 4 如 果 "(z) 在 6 内 是 上 调和 (对 应 地 , 下 调和 ) 的 , 那 
么 mm(z) 也 是 上 调和 (对 应 地 , 下 调和 ) 的 . 

证 只 证 上 调和 的 情形 . 

由 于 在 4 中 "(z) 是 调和 的 ,而 且 在 CN4 中 "(z) 一 mm(2)， 因 
此 只 要 证 明 在 24 上 "(z) 是 上 调和 的 即 可 . 事实 上 , 如 果 zEa4， 
取 一 足够 小 的 正 数 > 使 得 O(z,r)CCc, 则 根据 引 理 3， 

ou(ao) 一 n(zo) 之 去 人 ee 十 re0)dg 之 去 人 es 十 re)d0. 


根据 定理 1, " 是 上 调和 的 .下 
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设 了 6) 是 定义 在 G 的 边界 上 的 有 办 函数 , 对 Er, 记 
了 (co) 一 mn, f(6), f(60) 一 了 (6). 
0 [A 


易 证 下 0 下 半 连 续 . 车 在 上 m<f(6)<M, 则 在 上 
也 有 m<f<f<M; 若 fG) 在 后 连续 , 则 
f(é0) = f(60) = f(60). 


定义 2 设 %z)、w(z) 是 定义 在 6 内 的 函数 . 若 满 足 : 
GQ) 在 G 内 ylz) 连续 且 为 上 调和 ;和 
(ii) 糙 $2) 766), veET, 


则 称 pC2) 是 (关于 了 的 ) 上 函数 , 若 p(z) 满足 : 

GD 在 G 内 9(2) 连续 是 为 下 调和 ;和 

GD dm pH, YsED, 
则 称 w(z) 是 (关于 了 的 ) 下 函数 . 

显然 yz) 三 M 是 上 函数 , p(2) 三 m 是 下 函数 . 故 上 、 下 函数 所 
成 之 集 非 空 . 


定理 8 #2) 之 p(z)，, 其 中 yz)、p(z) 分 别 为 上 、 下 函数 . 

证 设 wCz)=#(z) 一 p(z), 则 wlz) 是 连续 且 为 上 调和 的 . 
显然 在 点 SET 处 

加 .007) 之 之 .如 n (7) 一 dn mg(z) 之 之 f(6) 一 f6) 之 0， 


则 根据 若 极 值 原理 ， 在 G 内 (0 即 y(2)>9C2). 1 


定理 9 若 办 (=1,2,…,n) 是 上 函数 , 则 
(2): 一 min {办 ,次 四 
是 上 函数 . 若 pi 二 1,2,…,n) 是 下 函数 , 则 
gp2): = max {91,2 so)} 
是 下 函数 . 
证 显然 在 G 内 y(z) 是 连续 且 为 上 调和 的 . 由 于 对 5E 7， 
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lim $(z) fF), i=1,2,n. 
6s 
则 
lm (2) fF6). 
63 
所 以 %z) 是 上 函数 . 类似 可 证 p(z) 是 下 函数 .上 


定理 10 若 yz) 是 上 函数 , 则 加 (z) 也 是 上 函数 ; 若 p(z) 
是 下 函数 , 则 mw:(z) 也 是 下 函数 . 


6， Dirichlet 问题 、Perron 方法 


对 于 Riemann 曲面 R 上 相对 紧 的 子 区 域 6, 设 其 边界 为 30. 
若 给 定 8 上 的 连续 实 函 数 f, 问 是 否 存在 5:=CUac 上 的 除 有 
限 点 外 的 连续 实 函数 4, 使 它 在 26 上 等 于 f，, 而 在 6 是 内 调和 
的 ? 这 就 是 经 典 Dirichlet 问题 ,关于 圆 域 之 边 值 的 Dirichlet 问题 
参看 § 2. 3 Poisson 积分 . 

应 当 指 出 ,对 边界 函数 所 加 的 条 件 “ 连 续 ” 显 得 过 严 ， 放宽 边 
界 函 数 条 件 的 Dirichlet 问题 更 为 有 趣 . 下 面 将 用 较 一 般 的 方法 ， 
即 Perron 的 方法 来 求解 . 

现在 设 f(6) 是 定义 在 忆 上 的 有 界 函 数 , 且 mf(6)M. 又 
设 多 是 其 相关 的 上 函数 y(z) 全 体 所 成 之 族 , 置 

ul(z) 一 inf fp(2)， 
则 由 于 在 厂 上 ee $2) >F(6), 故 在 G 内 %z) 志 my， 从 而 在 5 内 
也 有 x(z) 达 m。 又 因为 y$(z) 三 M 是 上 函数 ,所 以 
muz) SM, YEG. 

引 理 5 设 {z) 吕 ,是 给 定 的 6G 中 之 点 列 . 则 存在 满足 下 面条 
件 的 上 函数 列 {yY(z))， 

(iD 在 G 内 ,#92)¥? 02) 富生 $2) 之 … 3; 

(ii) lim $2)=ua) C=1,2,..). 
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证 根据 x(z) 的 定义 , 存在 上 函数 列 {办 ”(z)} 吕 ,使 得 
lim Va) = a), i= 1,2,.. 
设 $2)= min, $2, V2€E0, 
则 w*(z) 是 上 函数 . 根据 定义 可 得 
yz) uz), 
#2) 2) 2) 之 
又 因为 当 ni 时 ?DY (2) 和 >u(a)， 所 以 
lim $2) = ul2) (i = 1,2,°…). 1 


引 理 6 设 4 是 包含 于 G 中 的 圆 盘 , 又 设 {za} 妈 ,是 给 定 的 4 
中 之 点 列 . 则 存在 4 内 的 调和 函数 U(z) 使 得 
U2) = uz), i = 1,2,.. 
证 设 ye(z) 是 引 理 5 的 上 函数 , 则 好 *(z) 为 上 函数 , 且 
Wz) 宇 G2) 生 之 好 (2) 宇 …， 
#2z) 之 约 ?(z) 之 4(2). 


所 以 
lim $a) = ua) C= 1,2,.°). 
根据 Harnack 定理 


U2): = lim "(2) 

在 4 内 调和 , 且 UC2)=u(*)，i=1,2,…. 上 

定理 11 设 6 是 以 卫 为 其 边界 的 Riemann 曲面 上 的 相对 紧 
子 区 域 , 而 f(6) 是 定义 在 上 的 有 界 函 数 , 且 mf(6)<M. 又 
设 多 是 其 相关 的 上 函数 yz) 全 体 所 成 之 族 , 置 

u(z) 一 inf $7)» 

则 wz) 是 6 内 的 调和 函数 . 

证 设 4 是 包含 于 G 中 的 圆 盘 , 而 (a) 从 ,是 4 中 的 有 理 点 
全 体 . 那么 根据 引 理 6, 存在 4 内 的 调和 函数 0(z) 使 得 
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U(z, = ul2), i = 1,2,.", 

类 似 地 , 对 于 任意 一 <€ 4, 存在 4 上 的 调和 函数 F(z) 使 得 
V (86)=u(s), 且 V(a)=u(a), i=1,2,.°. 所 以 Va)=V(2), i= 
1,2,… 又 由 于 V(z) 和 U(z) 都 是 4 内 的 调和 函数 , 因此 V(z) 圭 
U(z)， 从 而 u(&)==V(E)==U(&). 即 得 wu《z) 三 U(z), 所 以 ulz) 是 4 
内 的 调和 函数 .| 

称 w(z) :二 u(z) 是 以 为 边界 值 关于 区 域 6 的 Dirichlet 问题 
的 解 , 简称 为 G 的 Dirichlet 解 . 

同样 , 如 果 多 是 由 下 函数 p(z) 全 体 所 成 之 族 ,并 置 

u(z) 一 supp(?), 

则 ulz) 是 6 的 调和 函数 . 

7.， 正则 点 


Dirichlet 解 的 边界 性 质 与 正则 点 的 概念 有 着 密切 的 关系 

定义 3 设 c 是 Riemann 曲面 的 子 区 域 ,而 也 是 其 非 空 边 
界 . 对 于 6.ET, 记 Go 一 COCco,pm) (mo>0) 若 在 Ge 上 存在 函 
数 2(z) 满足 : 

(i) 8(z)>>0, 并 在 6。 内 是 连续 且 为 上 调和 的 ; 

《ii) 0 ;和 

(ii) 对 任 一 PE (0,po) ,存在 a: 二 a(p) 之 0, 使 得 

Q(z) >a, VzEGN itzliz 一 人 一 0)， 

则 称 2(z) 是 点 名 的 全 函数 ,简称 为 公 . 

设 x(z) 是 G 的 关于 边界 值 了 的 Dirichlet 解 . 对 56€T, 记 

ul) = limu(z), (6) = limu(z). 
032 GY 

若 u4s) 二 uC6), 则 dm (2) 存在 . 


定理 12 若 5E 存在 垒 , 则 
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f(60) Cuso) Sulso) CFso). 
因此 , 车 f 在 名 连续 , 则 lim wz) 二 f(6o) ,其 中 4(z) 是 G 的 关于 


边界 值 f 的 Dirichlet 解 . 
证 对 于 正 数 o, 记 C 一 cnodisp)、 忆 =Pnoceop). 由 于 
了 (5) 是 下 半 连 续 的 , 而 了 (6) 是 上 半 连 续 的 , 故 对 任意 :0, 存 
在 正 数 p:=p(s) 使 
f(6) —e Sf) SF SFL) 二 es， VEET. (1) 
在 G 中 定义 函数 
ee min(cQ(z),1)， 当 z€0,, 
1， 当 zE CNGCr 
其 中 c>0 是 使 得 m(p) 达 1 的 常数 . 则 在 G 内 w(z) 是 连续 的 且 
0 二 w(z) 之 1、 当 |z 一 | = 二 pP 时 wlz) 二 1、 mo(2) 一 0. 
易 证 在 G 内 w(z) 为 上 调和 的 . 
显然 ,函数 
(2): = f(60) — e — khw(lz) (k> 0) (2) 
在 G 内 为 下 调和 的 . 由 于 w(z) 之 0, 从 (1) 可 得 
lim 92) SF6) — eI), VE 六 
又 因 在 C, 外 w(z) 二 1, 根据 (2) ,可 选取 足够 大 使 得 
mp S10), YE Fr 
因此 在 卫 上 lim gp(z)f(6). 故 p(z) 是 下 函数 
类 似 地 , 如 果 足够 大 , 函数 
pC2): 一 了 to) +e+thwz) (>0) (3) 
是 上 函数 . 
由 于 lim, az) 一 0, 由 (2) 得 him,p(5) 一 了 (6) 一。 故 只 要 和 
取 wm<p 足够 小 即 可 得 
gp(z) > Ff60) —2e, V2EG 
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由 ulz) 的 定义 得 a(z) 宇 p(z), 因此 
ulz) > f(60) —2e, VzE€E GO. 
即 有 uC60o) 之 f(60) 一 2e, 由 * 的 任意 性 得 
u(60) 之 f(60). 
另 , 由 im， (2 一 了 6) 十 e 和 wu(z)<<y(z) 可 得 w(60) 坟 f(b60) 十 e. 


再 由 。 的 任意 性 得 3(6) < <f(6o). 故 得 
f(60) Cub) 入 wo 入 fc 1 


定义 4 设 p(s) 是 相对 紧 区 域 的 边界 1 上 定义 的 函数 ， 
记 ulz) 是 G 的 以 w(5) 为 边 值 的 Dirichlet 问题 的 解 . 若 对 所 有 
在 bE€T 上 连续 的 函数 f(6)， 
lim w(z) = 了 (6o) 


都 成 立 , 则 称 6 为 正则 点 , 否则 称 为 韭 正则 点 . 
由 定理 11 立即 可 得 


定理 13 设 6ET. 若 在 存在 又 则 6 是 正则 点 . 


定理 14 设 ET. 若 存 在 一 连续 统 。 使 EeCT, 则 在 名 
存在 垒 , 从 而 名 是 正则 点 . 

证 设 0<po<1, 记 z 一 =z+iy. 对 zEG:=G 站 0o(6op)， 
置 log(z 一 60) 二 7(7z,9) 十 ig(z,9), 则 在 c, 内 pCz,y) 过 0. 据 假 设 ， 
可 选取 p 足够 小 使 得 log(z 一 6o) 在 G, 内 是 单 值 的 . 则 函数 


900: = Re [mG 
满足 垒 的 条 件 , 所 以 在 6 存在 垒 , 故 6 为 正则 点 . 1 
作为 特殊 情形 ， 有 
定理 15 设 c 是 Riemann 曲面 R 的 一 个 相对 紧 好 子 域 , 其 
边界 荆 由 有 限 条 解析 曲线 组 成 . 又 设 f(6) 是 给 定 的 上 的 连续 
函数 , 则 存在 G 内 的 调和 函数 ,以 7 为 其 边界 值 . 
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定理 16 设 G 是 z- 平 面 上 的 有 界 区 域 , 忆 是 其 边界 . 对 于 点 
&0ET, 记 Gm 二 G 门 0(6o,p) (po>0). 若 在 G6,, 上 存在 连续 正 上 调 
和 函数 w(z)>0 使 得 lim, w(z) 二 0, 则 在 点 5 处 存在 忽 , 故 6 为 
正则 点 . 

证 置 K=max|6 一 6ol、 ={z||z—6|=p} (0<p<po), 记 
兴 二 yw 站 G. 取 沁 的 一 闭 子 集 e 使 得 


mes(y;» -9 < 加 ， (1) 
其 中 mes 表示 线性 测度 . 又 置 
min wz) =m> 0. (2) 
设 "(z) 是 圆 盘 0C(60,p) 内 的 调和 函数 使 其 边 值 为 
v(t)=K, VEEW—e 本 
v6)=0, VYVéEEY— WO—e). 
则 
0<ue) 二 Km 二 人 < (4) 


又 设 f(6)=|6 一 | (6ED), 则 在 上 0<f<K. 为 方便 ， 
记 G=cnocio,p)、 忆 =Pnc- 设 w(z) 是 关于 了 的 下 函数 , 由 于 
在 上品 ,wp(D<fG)<K， 故 在 G6 内 yp(z)<K 且 


Mm) Sp VeET (5) 
将 关于 了 的 下 函数 w(z) 之 全 体 记 为 多 并 置 
u(z) 一 sup gp(2). (6) 


那么 uCz) 在 G 内 0<u(z)<K, 且 w(z) 为 下 调和 的 . 
又 由 于 |z 一 6 既是 下 调和 函数 也 是 下 函数 , 故 
lz— lu SK, V2EG. (7) 
显然 函数 
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(2): 一 9(2) 一 0 一 名 = DC) (8) 


在 G, 内 是 下 调和 的 . 又 因 w(z) 之 0 且 "(2) 之 0, 根 据 (5) 有 

dn. woz) C0, VeET, (9) 
若 zE€y’ 一 e， 则 wo 上 且 pg 志 KK. 所 以 w 过 0. 又 若 zEe, 则 pK 
且 姑 >>K， 所 以 wo<0， 由 此 可 见 在 C， 的 边界 上 lim oC)<0. 所 
以 在 6G, 内 wz) 志 0, 即 得 


POELPH EL FD Vz€EG,. 
因此 根据 (6) 有 
uz) < p+ KE 十 na， VzE€G,. (10) 


又 由 于 lim, w(z)= 二 0 和 w (6)<p, 则 有 ,lim uz)<2p > 
由 p>0 的 任意 性 可 得 lim u(z) = 二 0. 因此 由 (7) 即 知 xz) 是 点 


如 处 的 垒 函 数 ， 下 
定理 定理 16 说 明 垒 的 定义 之 条 件 .让 ) 不 是 必要 的 ， 


8. 可 数 基 及 穷尽 列 的 存在 


前 面 讨论 Dirichlet 问题 解 的 存在 性 时 , 要 求 Riemann 曲面 R 
的 子 区 域 6 是 相对 紧 的 . 然而 , Perron 方法 可 用 于 更 为 一 般 的 情 
形 . 事实 上 , 可 将 区 域 G 翌 入 一 紧 致 的 Hausdorff 空间 ,比如 有 R 的 
Alexandroff 紧 致 化 . 于 是 C 关于 紧 致 化 空间 的 边界 了 是 紧 致 的 . 
仔细 验证 即 可 发 现 , 前 面 的 证 明 过 程 只 用 到 边界 二 的 性 质 . 

特别 , 设 D 是 Riemann 曲面 R 挖 去 某 个 参数 邻 域 后 所 得 的 
区 域 , 则 它 关 于 紧 致 化 空间 的 边界 由 紧 致 的 解析 Jordan 曲线 a 和 
单 点 (理想 边界 )8 组 成 . 如果 取 边界 函数 了 使 得 它 在 a 上 是 非常 
数 连续 的 、 而 在 单 点 5 处 取 常 数 , 那么 D 的 关于 了 的 Dirichlet 问 


第 三 章 ”Riemann 曲面 "87 。 


题解 4 的 存在 . 由 于 a 的 每 一 点 都 是 正则 点 , 所 以 4 在 " 上 的 边 
界 值 就 是 f， 从 而 是 非常 数 的 . 于 是 有 


定理 17 设 D 是 Riemann 曲面 R 关于 某 个 参数 邻 域 的 余 
集 , 则 D 上 存在 非常 数 单 值 调和 函数 ， 


现在 , 可 以 利用 Dirichlet 问题 解 的 存在 性 引进 开 Riemann 曲 
面 的 穷尽 列 的 概念 . 下 面 先 从 可 数 基 的 存在 性 着 手 . 

定理 18 ”Riemann 曲面 R 上 非常 数 单 值 调和 函数 的 存在 
蕴含 着 R 具有 可 数 基 . 

证 设 R 是 有 的 万 有 团 盖 面 . 则 在 R- 上 * 的 共 斩 调 和 函 
数 w 是 单 值 的 于 是 解析 函数 wu 十 iu* 将 有 定义 为 复 平 面 的 一 
个 覆盖 面 . 根据 第 一 章 $ 2 定理 7，R- 是 可 数 的 , 故 它 的 投影 R 
也 是 可 数 的 . 上 

利用 开 Riemann 曲面 R 的 可 数 性 可 以 构造 满足 下 列 条 件 的 
子 区 域 列 {R.} 守 , : 对 每 个 自然 数 "， 

(1) 区 域 R 的 边界 T 由 R 上 的 有 限 条 紧 致 解析 曲线 组 成 ; 

(2) RB:=RUTCRr 

(3) RNR, 的 任 一 个 分 支 都 是 非 ( 相 对 ) 紧 的 ; 

(4) UR=R. 


定义 5 开 Riemann 曲面 R 的 满足 条 件 (1)-(4) 的 正则 子 区 
域 列 {8,} 守 , 称 为 R 的 一 个 穷尽 ( 列 ). 


定理 19 任何 开 Riemann 曲面 都 存在 穷尽 列 . 

证 设 已 给 出 Riemann 曲面 R 的 一 个 由 参数 圆 组 成 的 可 数 
复 盖 族 (V2 取 Ci 一 六 设 (Gi) 和 自然 数 {m) 人 1 已 取 好 使 得 
p>n(i 二 1,2,…,k 一 1) 且 下 面条 件 成 立 : 

(a) G=VU…U Vs (b GC 2ZiZk 
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由 于 UW.=RDG, 则 存在 复 盖 的 {V.) 守 ,的 有 限 子 族 . 不 妨 设 该 
子 族 包含 Far' 取 

mt! = min {wl ECU 十 1}， CH = 局 T。 
根据 归纳 法 , 子 域 列 {G.} 江 ,已 取 好 上 且 满足 条 件 (o) 和 (2)， 且 显然 
有 Uc.=a. 

注意 到 只 需 采取 必要 的 规范 化 手续 就 可 使 每 个 6, 的 边界 刀 
是 由 有 限 个 弧 段 组 成 的 简单 闭 曲线 . 为 简便 起 见 , 不 去 改变 所 用 
的 记号 . 

集 G+ANG 以 iw1UT 为 边界 . 现 对 其 每 个 分 支 讨论 Dirichlet 
问题 可 得 对 应 的 解 w 使 其 在 7 上 取 值 0, 在 f+, 上 取 值 1. 又 在 
G 上 补充 定义 二 0. 对 任意 常数 办 E (0,1), 集 WW; = {z|u<m} 
是 开 集 , 且 丙 CWir。 显然 GCCG+， 由 此 可 得 口号 一 尼 

下 面 证 明 ， 只 要 适当 选择 数 nh 就 能 使 的 每 个 分 支 都 是 正 
则 嵌入 设 8 是 C+NG 的 一 个 分 支 , 其 边界 一 部 分 在 用 上 、 一 
部 分 在 +1 上, 则 w 在 9 内 是 非常 数 的 由 于 方程 党 一 和 % 一 0 
具有 不 变性 , 目 满足 方程 的 点 必 为 弧 立 点 ， 因 此 可 以 选择 站 使 得 
等 位 线 w% 一 站 不 通过 任何 这 类 点 ， 设 a 是 等 位 线 w= 加 上 的 一 
点 ， 在 aa 的 邻 域内 取 一 共 辑 函数 改 ， 置 Ka) 一 一 Ku 一 加 十 双 ， 
则 f(z) 是 解析 的 且 f (2 天 0. 因此 , 必 存 在 a 的 一 个 邻 域 了 使 
得 f(z) 在 其 上 是 一 对 一 的 , 且 Im f(z)==0 当 上 且 仅 当 zETr 站 六 
根据 定义 ,这 意味 着 WW 是 正则 谋 入 . 

但 是 ,W 未 必 连 通 。 然而 , 若 以 包含 V 的 分 支 代替 Wr, 再 将 
RN 的 紧 致 分 支 都 包含 进来 ,就 可 得 正则 区 域 的 穷尽 | 


推论 中 的 每 一 紧 集 4 都 包含 在 其 一 正则 区 域内 . 
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事实 上 设 《mW.) 忆 ,形成 4 的 一 个 开 复 盖 , 推论 是 4 紧 致 性 的 
直接 结果 . 然而 , 这 里 必 须 指出 推论 可 以 不 用 可 数 性 且 易 证 明 
之 . 为 此 , 将 4 包含 在 一 由 有 限 个 参数 圆 组 成 的 相对 紧 致 区 域 6， 
中 , 再 将 5 包含 在 类 似 的 区 域 6; 中 . 用 类 似 上 面 的 构造 法 可 得 
到 一 正则 区 域 W, 使 得 CICFCG2 
这 里 特别 指出 , 任 一 Riemann 曲面 R 的 紧 集 4 都 可 视 为 是 某 
一 紧 致 Riemann 曲面 的 子 集 ,为 此 只 要 将 包含 4 的 正则 好 子 域 沿 
其 边界 做 Schottky 双 倍 即 可 (参看 8 1. 2). 


§ 4 Green 隙 数 


1. 相对 紧 区 域 上 的 Green 函数 

设 D 是 覆盖 在 复 =- 球面 Kk 上 的 Riemann 曲面 R 上 的 一 个 相 
对 紧 的 子 区 域 , 其 关于 R 的 相对 边界 厂 由 有 限 条 互 不 相交 Jordan 
曲线 组 成 : 二 UT. 对 某 点 a€D, 将 满足 下 面条 件 (D 一 (iii 的 函 
数 glz,q) 称 为 D 的 以 a 为 极 的 Green 函数 : 

(i) glz,q) 在 DM{ 2 内 调和 ; 

(ii) 9(z,a) 一 log 一 一 = 可 ++o(2)， 其 中 o(z) 在 a 点 调和 

(ii) g(z,q) 二 0, 当 a 

下 面 定 理 指出 Green 函数 具有 对 称 性 . 


定理 1 ” 若 区 域 D 存 在 Green 函数 9， 则 
gb,a) = ga,b), Vab ED. 
证 设 忆 是 等 位 线 {zlg(z,o) 一 6) (6>>0). 那么 是 区 域 
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DD: 二 {z|g(z,a)>6) 的 相对 边界 , 且 7 由 有 限 条 解析 Jordan 曲线 
组 成 ， 显 然 当 6->0 时 >T， 由 Green 公式 
| = (D 


其 中 v 是 /关于 D, 的 内 法 向 . 
现在 选取 5 足够 小 使 得 25E Ds, 目 在 7， 上 0<y(z,5)<e ,其 
中 当 6->0 时 e>0. 先 将 Green 公式 | “本 一 "于 | gs 二 0 应 用 于 


函数 4=g(z,a), + 二 g(z,5) 及 由 Tf 和 两 个 以 ab 为 心 的 小 圆周 
C0 围 成 的 区 域 , 然后 令 0,、C 的 半径 趋 于 0, 则 可 得 


i 三 上 Mz.b) ,jy W290)) 
g(a,b) — gb,a) | EF g(z,5) 元 ] a: 


光 


| glzsa) Ws as=6| 守 吕 ds = 2n6, 
1 1 


0 一 jc 加 站 ds 一 * [3 ds = 2re， 
令 5->0, e>0 即 得 gC5,a)==gCa,b). | 
下 面 证 明 Green 函数 的 存在 性 . 为 此 先 证 明 : 
引 理 1 设 x(z) 是 圆 盘 0(0,p) 内 的 调和 函数 . 记 z==z 十 iy. 
着 当 y>0 时 4w>0, 而 当 y=0 时 4=0, 则 | 六 | >0. 


证 设 ulre”) = 3 qr"sin ng ， 则 a=| 岂 | 宇 0. 
n=1 Wy :=0 


假设 a=0, 那么 必 有 自然 数 ;过 2 是 使 得 =…=o-, 一 0 且 
wz 天 0 成 立 . 由 于 当 0<<9 过 rn/k 时 sin 克之 0, 而 当 x/k<0<2n/k 时 
sin 轧 <0, 故 若 m 足够 小 时 存在 goE (0,7) 使 得 uCroe”%)<<0. 耶 
盾 . 所 以 ao 二 0. 1 
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定理 2 设 0 是 覆盖 在 复 >- 球面 K 上 的 Riemann 曲面 R 的 
相对 紧 的 子 域 , 其 (相对 ) 边 界 由 有 限 条 互 不 相交 的 解析 Jordan 
曲线 组 成 : 7 二 Uf. 则 区 域 D 存在 Green 函数 9(z,a)、 

证 不 妨 设 a=0. 设 正 数 1>>ro>r 人 >…>>rr0 (n>oo) ,并 
记 C.={z||z|=7,)、G, 二 000,7,). 假设 CoCD. 

设 凡 是 PNc. 上 的 调和 函数 , 使 得 

0，VzE 六 
WR 信 二 VzEC. 4 
现在 , 在 区 域 D\G。 上 将 Green 公式 应 用 于 函数 如、ww， 由 于 在 卫 
上 = 一 0. 王 0， 则 


am ,as = 兰 : 慷 
wn uo 和 | ds 0D “+ |z|. 


|xl as = log pe | jas. (2) 
类 似 地 , 在 C, 和 co 所 围 的 圆 环 域 6AG,UC, 上 将 Green 公式 
应 用 于 函数 w、log 十 可 得 


dog 1/r 1 2 dlog 1/7 1 关 ] 
[le EE log E jw 一 Wh log eo ds， 


所 以 
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=2rlog 工 一 二 | uds < 27 log 工 ， 
四 本 四 


au 2xlog l/r -2rlog 1/m 
且 | ms < log ro/7, 号 log ro/m 2 


3 _log l/rolog 1/m 
了 4 OB/ 根据 (2)， 


J =< am Ce (3) 
根据 引 理 hy 通过 适当 的 线性 变换 即 可 知 存在 一 常数 b>0 
使 得 在 Co 内 一 加 0 若 剖 


mv = min wz), (4) 
zECe 


并 记 8= 准 ,， 则 根据 (3) 即 有 
mB > 1). (5) 
记 4=000,p) (0 过 p<ro)、D; 二 DM 由 于 ww>>0, 根据 (5) 
及 推广 的 Harnack 不 等 式 ,存在 仅 依赖 于 p 的 常数 KCp) 使 得 
0<ulz) KP, V2zED, Vn>no. (6) 
于 是 ,对 应 式 (6) ,通过 适当 选取 数列 pm>>…>>pe-~0 (ooco)， 
即 可 以 取 {w(z)) 的 一 子 列 , 仍 用 原 记号 , 使 得 极限 
lim ua(2) = u(2z), (7) 
存在 , 且 其 收敛 在 DM{0} 上 是 广义 一 致 的 . 显然 a(z) 在 D\{0} 
内 是 调和 的 . 下 面 将 证 明 在 上 4=0. 
根据 (6), 可 设 存在 常数 K 使 得 
0<ul(z) SK, Vz2EC (n=0,1,2,.), (8) 
则 kK 宇 log 1/ro。 由 最 大 值 原理 可 得 


0 二 wa 去 天 志和 VY 2 € D\Go, 


所 以 


小 
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0<us) SK VzE Ac (9) 


从 而 , 由 于 在 了 上 x=0 即 得 在 六 上 4=0. 
下 面 将 证 明 u(z) 一 log 1/7 在 z==0 处 调和 . 
由 于 在 C. 上 wu(z) 一 log 1/7 二 0, 则 关系 式 


Wh (2) 一 log i|< max 
E00 


uz) —log 1 Kk log Ll<Kx, 
在 C. 和 Co 所 界 的 开 圆 环 GSA\CG,UC.) 上 成 立 ， 所 以 
a 当 0< |z| Sr 
由 此 可 见 u(z) 一 log 1/r 在 :一 0 处 调和 , 从 而 a(z) 二 gC(z,0) 是 区 
域 D 的 以 z=0 为 极 的 Green 函数 ,| 

注 关于 {1) 为 非 解析 曲线 的 一 般 情形 ,虽然 可 直接 证 明 
Green 函数 的 存在 性 ,但 为 方便 起 见 , 将 其 放 在 后 面 的 定理 4. 


2， 开 Riemann 曲面 的 Grecn 函数 


设 RR 是 一 覆盖 在 z- 球 面 上 的 开 Riemann 曲面 ，( 及 )2o 是 下 
的 一 个 穷尽 列 , 其 中 瓦 CR,41 且 及 的 相对 边界 是 由 有 限 条 解 
析 Jordan 曲线 组 成 . 设 Epo, g(z,a) 是 及 上 以 “ 为 极 的 Green 
函数 . 根据 极 大 值 原理 , 在 及 上 有 0.(z,a) 过 gw+1(z,a). 所 以 根据 
Harnack 原理 有 

(GD limg(z,q) 三 +oo 或 

(ii) limg.(z,0)=9(2,0) <+o0 (VY zF¥a) 
存在 , 且 其 收敛 在 R 上 为 广义 一 致 的 . 

如 果 情 形 (i) 发 生 时 , 那么 说 R 不 存在 Green 函数 

情形 (iD) 中 的 9g(zva) 称 为 R 的 Green 函数 . 此 时 ,9(z,a) 在 R 
上 除 点 a 外 是 调和 的 ; 且 若 置 


| 
|u(z) 一 log 二 
| rT 
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g(2,4) = log Ei 十 o(z)， (x) 


则 o(z) 在 a 调和, 称 oa) 为 R 在 a 点 的 Robin 常数 . 
必须 说 明 , 情形 (D 和 (iD 的 发 生 与 e 点 选择 无 关 ， 事实 上 ， 
设 o 关 5 是 及 上 的 两 点 , 取 第 三 点 zxzER 据 Harnack 原理 , 存在 
不 依赖 x 的 两 个 常数 4.B>0 使 
Ag, 20.9) S920,5) S By.(z0,4). 


则 
因此 lim gm,5)==o0 或 <% 与 im yz) 一 < 或 < 一 致 

设 开 Riemann 曲面 Ri 是 Riemann 曲面 R 的 子 曲 面 . 由 定义 
易 证 : 车 存在 Green 函数 , 则 Ri 也 存在 Green 函数 . 

定理 3 设 开 Riemann 曲面 R 是 Riemann 曲面 R* 的 子 曲 
面 . 又 设 R 存 在 Green 函数 g(z,a)， 如 果 在 R 关 于 R* 的 边界 点 6 
存在 垒 函 数 , 那么 

Mim: g(z,a) = 0. 

证 设 {R)% 是 开 Riemann 曲面 8 的 一 穷尽 , 其 中 每 个 及 
的 边界 [由 有 限 条 解析 Jordan 曲线 组 成 . 设 w(z,a) 是 玉 的 
Green 函数 . 置 4, 二 0(6,p) (0 二 p 志 pv), 其 中 po 足够 小 使 得 4 在 
< 的 参数 邻 域内 且 不 包含 a. 记 RCp)==R 站 46、 RCp) 三 B 门 4 设 
8(z) 是 RCp) 在 点 6 处 的 垒 函 数 ( 参 看 8 3.7) 满 足 条 件 : 

(1) 8(z) 之 0, 并 在 RCP) 内 是 连续 是 为 上 调和 的 ; 

(2) im,2(D) 一 0 

(3) 在 Bi{zl1z 一 上 [一 p) 上 2Cz)>>a(O) 盖 0 

设 在 及 Co) 内 %(z,Os<K (一 1,2,…). 由 于 在 及 上 %=0， 
根据 (1) 和 极 值 原理 ， 

Q(z) ap)g(z20)/K, V2E€E RP), 
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所 以 8(z) 之 alp)g(z,a)/K， YzERC)， 因此 
jn glz,0) 一 0. 


引 理 2 设 D 是 Riemann 曲面 R 的 子 区 域 . 若 存 在 R 的 包含 
D 的 相对 紧 子 区 域 6, 其 关于 R 的 相对 边界 由 有 限 条 互 不 相交 的 
解析 Jordan 曲线 组 成 , 则 区 域 D 存在 Green 函数 . 

证 首先 ,根据 定理 1, G 存在 Green 函数 g*(z,a), a€ Do 

其 次 , 设 {D.)%, 是 D 的 一 穷尽 , 其 中 每 个 D, 的 边界 由 有 
限 条 解析 Jordan 曲线 组 成 . 不 妨 设 a€ Do. 设 %(z,a) 是 DD 的 
Green 函数 , 则 根据 最 大 值 原理 , 9.(z,a) 过 gw+1(z,0) 过 g* (z,a), 所 
以 下 面 极限 存在 , 且 其 收敛 在 D 上 为 广义 一 致 的 : 

limg.(z,0) 一 9g(z,a) (2z 关 0), 

显然 g(z,a) 是 了 的 Green 函数 .上 


定理 4 设 D 是 Riemann 曲面 R 的 相对 紧 的 子 域 . 若 其 边界 
由 有 限 条 互 不 相交 的 Jordan 曲线 组 成 , 则 D 存在 Green 函数 . 

证 利用 穷尽 列 可 知 存在 边界 由 有 限 条 解析 Jordan 曲线 组 
成 的 的 相对 紧 的 子 域 * 使 得 TCD CR 于 是 由 定理 3 和 引 
理 2 即 得 结论 . 1 

定理 5 设 是 紧 Riemann 曲面 . 则 7 上 不 存在 满足 下 面条 
件 的 函数 x(z,a) : 

(1) 除去 点 a 外 在 上 全 关于 变量 z 是 调和 的 

(2) 若 置 wzya) 一 log 本 Tl os 则 o(z) 在 a 点 调和 . 

证 假设 7 上 存在 满足 条 件 (1) 和 (2) 的 函数 w(z,a)， 将 圆 
盘 0(a,p) (p 之 0) 的 圆周 边界 记 为 C， 则 

| 过 
2 起 ds = 27, 
其 中 v 是 C 的 关于 Ola,p) 的 内 法 向 . 但 由 于 在 FOCa,p) 内 是 
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调和 的 , 故 | .六 ds 一 0. 矛盾 1 

将 不 存在 Green 函数 的 全 体 开 Riemann 曲面 组 成 之 类 记 为 
Ce. 为 方便 ， 紧 Riemann 曲面 也 归属 06, 定 理 5 说 明 这 样 做 是 合 
理 的 . 车 并 Riemann 曲面 REO6, 则 说 R 具有 零 理想 边界 , 否则 说 
R 具有 正 理想 边界 . 

注 “Green 函数 是 共 形 不 变 的 : 设 了 是 将 开 Riemann 曲面 氏 
共 形 映 上 8 的 同 胚 映照 , 如 果 将 R 的 Green 函数 记 为 6(z,6)，, 那 
么 G(z,5) 是 及 的 Green 函数 , 其 中 :二 f(z)、5==f(6).〔 证 明 略 ) 


3.， Green 函数 的 理想 边界 取 值 

开 Riemann 曲面 的 Green 函数 趋 于 理想 边界 时 并 非 都 取 极限 
值 0, 例如 单位 圆 盘 0(0,1) 控 去 点 :=a (0 过 ja| 过 1) 所 得 的 区 域 
之 Green 函数 为 cc,0= 广 ， 当 ->a 不 趋 于 0. 

但 是 , 可 以 证 明 , 如 果 有 是 复 平面 的 一 个 单 连 通 有 界 域 , 那 
么 RR 的 Green 函数 的 边界 值 都 为 0. 

4. Ricmann 映照 定理 


作为 Green 函数 的 应 用 , 有 


定理 6 〈Riemann 映照 定理 ) 设 D 是 Riemann 曲面 的 相对 紧 
单 连 通 子 区 域 . 若 其 相对 边界 也 是 一 Jordan 曲线 , 则 可 被 共 
形 映 上 开 单 位 圆 盘 . 

证 根据 定理 4, 区 域 局 上 存在 Green 函数 , 现 记 为 9(z,q)， 
设 h(z) 是 gCz,a) 的 共 思 调 和 函数 .由 于 对 任 一 D 内 的 环绕 点 a 
的 Jordan 曲线 C 有 


22 = 和 01) 
其 中 v 是 C 的 指向 点 a 一 侧 的 法 方向 那么 函数 
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w = f(z): 一 eco+ac] 
在 D 上 是 单 值 解析 的 . 

显然 了 将 D 映 入 开 单 位 圆 盘 4: 二 {w| lw| 二 1}. 根据 $3 定 
理 14, 及 上 的 每 一 点 都 存在 垒 . 于 是 , 对 任意 6ET 修 都 有 

dm. fC2) | 一 1. 

从 而 了 是 满 映 照 . 又 由 于 4 是 单 连通 的 ,根据 单 值 性 定理 , 了 的 逆 
映照 是 单 值 的 ， 从 而 映照 了 将 7 共 形 映 上 开 单位 圆 盘 4. | 

注 必须 指出 : 由 于 共 罗 调 和 函数 在 相差 一 常数 的 意义 下 是 
唯一 的 , 故 取 Green 函数 的 共 罗 调 和 函数 时 可 能 相差 一 常数 a， 
例如 取 成 4(z) 十 a, 那么 映照 函数 为 e -c++o， 即 ef(2， 与 原 
映照 相差 一 旋转 关系 . 


我 们 将 在 第 四 章 $ 4 定理 12 推论 5 证 明 任 一 个 ( 非 退 化 的 ) 
连续 统 都 具有 正 容量 ; 而 在 $ 4 定理 8 证 明 , 边界 是 一 正 容 集 的 
区 域 必 存 在 Green 函数 ,由 此 可 得 : 

定理 7 设 D 是 某 一 Riemann 曲面 的 相对 紧 单 连通 子 区 域 。 
若 其 相对 边界 卫 是 一 ( 非 退 化 的 ?连续 统 , 则 可 被 共 形 映 上 开 
单位 圆 盘 . 


5， 调和 测度 、 理 想 边界 的 调和 测度 


设 D 是 延 拓 的 复 = 平面 上 的 区 域 ,其 边界 三 由 有 限 条 互 不 相 
交 的 Jordan 曲线 组 成 . 又 设 一 被 分 成 两 部 分 BB' ,其 中 每 部 分 都 
是 由 有 限 条 弧 和 闭 曲线 组 成 . 若 o(z,B8;D) 是 区 域 了 关于 在 马上 
取 值 1. 而 在 PNB 上 取 值 0 的 边界 条 件 所 得 的 Dirichiet 问题 之 
解 , 则 称 oz,8;D) 为 的 (在 点 z 处 ) 关 于 区 域 D 的 调和 测度 . 党 
简 记 为 oCz). 显然 0 过 w(z) 壹 1, 且 在 上 几乎 处 处 等 本 1\ 而 在 
如 上 几乎 处 处 等 于 0. 

现在 设 R 是 一 开 Riemann 曲面 ，{ 及 }) 沁 是 下 的 一 穷尽 ， 其 中 
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每 个 及 的 边界 愉 由 有 限 条 解析 Jordan 曲线 组 成 ， 又 设 函 数 是 
RNRo 上 的 Dirichlet 解 ,使 得 


0， z€ To; 

1s z€ET,. 

% 即 为 攻关 于 A\Ro 的 调和 测度 ， 据 最 大 值 原理 ， 在 及 NA 上 
wt1(z) 过 o.(z)， 于 是 据 Harnack 原理 ， 有 调和 函数 w(z) 使 得 


lim (2) = (2), 


其 收敛 在 RN 上 是 广义 一 致 的 ,函数 o(z) 称 为 及 关于 RNRo 的 
理想 边界 的 调和 测度 ， 有 下 面 两 种 情形 

(D o(z) 天 0 和 (iD w(z)=0. 
若 情形 (iD 发 年 , 则 在 BNRo 内 0<。(z) 过 1, 用 在 有 上 o(z) 一 0， 
此 时 称 曲面 & 具 有 正 理想 边界 . 若 情 形 (i) 发 生 , 则 称 曲面 具 

定理 8 ”ow(z) 三 0 当 生 仅 当 RE 0x. 如 果 REOo, 则 

lim o(z) = 1， 

其 中 表示 ER 的 理想 边界 . 

证 不 妨 设 z=0E Ro. 设 g.(z,0) 为 及 的 Green 函数 若 痛 
M.=max g.(0)， 则 据 最 大 值 原理 

(1 — oIM, .92,0), Vz € R\Ro. 

所 以 (1 —min (2)) M, >max g(z,0)， (2). (1) 


由 于 g,(z,0) 一 gC) 在 RR 是 调和 的 ， 据 最 大 值 原 理 ， 
max (9 xs(zy0) — g1(z,0)) < max(g.(z,0) — gi(z,0)). 


故 MM 一 const. 之 max g(z,0)， 据 (1)， 
zEN 
M, — const. 委 1f,(1 一 min (2)). 


(2z) = 
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0 min w(z) 芝 min (2) SZ const. /M,. (2) 
车 RE O06, 则 lim %(z,0) 一 co， 所 以 lim 0 一 co. 因此 可 得 
min oz)=0. 于 是 w(z) 夺 0. 
下 面 设 REO6, 而 yg(z,0) 是 只 上 的 Green 函数 . 假设 
加 9(z,0) > 0. 
由 于 g(z,0) 在 z=0 外 调和 和， 在 :一 0 为 对 数 奇 点 , 则 易 知 有 正 数 
a 使 在 R 上 yg(z,0)>a. 令 
h(z): = g(z,0) — a> 0. (3) 
对 任意 自然 数 "由 于 在 RE 内 4(z) 一 g,(z,0) 是 调和 的 ,而 在 上 
g(z,0)=0, 根据 (3) 和 最 大 值 原理 ,在 及 肉 &z) 一 %(z,0) 盖 0， 
即 交 2z) 达 0%(z,0). 由 此 可 得 9(z,0) 一 cg(z0)， Y zER.， ， 巴 
盾 . 因此 
下 g(z,0) = 0. (4) 
现 设 m=min gz10), 则 据 最 大 值 原理 有 
0<1— (2) Sg,0)/m, Vz€ER\Ro. 
所 以 0 志 1 一 6(z) 才 gC(z,0)/m， VY zEA\Ro 由 (3) 即 得 
到 w(z) 二 1。 因此 若 R 存在 Green 函数 , 则 有 
oz 天 0 1 
从 上 面 证 明 可 得 : 
定理 9 设 RE0c. 若 记 8 为 R 的 理想 边界 ,而 glz,q) 为 R 的 
Green 函数 , 则 
lim g(z,a) = 0. 
zp 


6. Dirichlet 解 的 Green 函数 之 积分 表示 
定理 10 设 D 是 Riemann 曲面 8 的 相对 紧 的 子 域 , 其 关于 
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8 的 相对 边界 由 有 限 条 互 不 相交 的 解析 Jordan 曲线 或 解析 
Jordan 缴 组 成 : 了 =U 了 ,其 中 ,车 作 禾 ,是 解析 Jordan 弧 朋 
相交 于 共同 顶点 则 它们 在 处 的 交角 为 4. 记 * 为 点 5E 处 
的 也 的 内 法 向 ， 
设 y(zva) 是 区 域 D 的 Green 函数 ,其 中 “ED. 则 中 Ga) 
是 上 的 恒 取 正 值 的 连续 函数 , 且 
| AE laé| = 2n. 


设 ET, 若 有 了 的 子 弧 a 使 得 如 为 其 内 点 , 则 
dim | lasl =27, lim [Wd las| = 0. 


证 设 名 =0, 且 厂 与 实 轴 相 触 交 于 原点 z==0. 对 正 数 p, 分 
别 将 D.T 与 0(0,p) 相 交 的 部 分 记 为 ,选取 足够 小 使 得 
D, 是 单 连通 的 且 位 于 上 半 平 面 . 将 D, 共 形 映 上 w==z 十 -平面 上 
的 开 半 圆 盘 {w| 1w| 二 1, y 之 0) 使 得 :=0 对 应 于 w==0、 了 ,被 映 
成 直径 {w| 一 1<z<1, y=0). 设 :二 p(w) 是 映照 函数 . 

先 证 明定 理 的 第 一 部 分 . 

设 a 七。 若 记 GGw) 二 Gz,9) 二 9Cp(w) ,wn), 则 GCw) 是 半 
圆 盘 {w| |w| 过 1, y>0} 内 的 调和 函数 , 且 在 实 轴 上 G 一 0 所 以 
G 可 越过 实 轴 调 和 延 拓 到 整个 开 圆 盘 {w| |w| 二 1}. 根据 引 理 1， 


[$2] =ec,o0>0%， 当 -1<z<1 5D 
区 


Ge 
如 果 “E 忆 对 应 于 w=z， 则 
9(Cz)|dz| 一 
Ed Er A >( (2) 
根据 共 形 映照 理论 ,甚至 当 6=0 是 也 的 顶点 时 , 在 带 状 域 
dz 


(wl 一 1<z<1} 上 | 到 | _>0 且 为 连续 的 ,所以 在 卫 上 ,从 而 在 
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了 上 嘲 和 人 2>0 上 为 连续 的 ， 
设 了 是 9 的 等 位 线 {z|g(z,z) 一 5}(6 过 0)， 则 
| Sa laé| 2 


由 于 噶 久 2 在 上 为 连续 的 ， 则 若 令 6-*0, 即 得 
[2%2 1d6| = 2r. (3) 
下 面 证 明定 理 的 第 二 部 分 . 设 ED,, w=g- "(zn)， 若 置 
gz,20) = Gwin) = log | w— w | 十 有 (Gov ， (4) 
网 Hua 在 (wl wl 二 1) 内 调和 ,又 由 于 对 任意 rE (0,1), 在 
{wl lol =7) 上 lim CQowww) =0 和 tim ,og | = 名 | =0 都 成 立 , 且 
其 收敛 是 一 到 的， 故 lim NG) 一 0 在 (wl |w|==r) 上 , 从 而 在 
{wl wl<r) 上 收敛 是 一 致 的 所 以 tim 11,(z,05ww) 一 0, 且 其 收 
化 在 闭 圆 盘 tu| lz|<ri<r} 上 是 一 到 的 , 故 得 


im {Hes0s0) = 0 (5) 
tim | 
另 一 方面 
9 也 一 2yo ‘ 
| = es Gti) 


假设 a 对 应 于 线段 tw| 一 "过 |z|<m,y 二 0), 则 
| .2 $2 lal 
so。 


wo— wo 
w 一 wo 


-i 


| dz 二 万 (zy0jam) dz. 
因此 根据 (5), 有 | 
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二 (6,zo) ™ 
im |S 1 = im 
所 以 从 
[$2 lt 1 =] ll = 2 
可 得 


2yo 
GT dr = 2n. (6) 


im | el = 0 1 


注 如 果 克 和 T+ 在 处 的 交角 为 ax (0<a<2), 那么 映 
照 w=(2 一 6 呈 将 的 邻 域 忆 共 形 映 上 w=0 的 邻 域 . 于 是 也 
和 /+1 的 象 在 w=0 处 的 交角 为 x 由 于 ds 是 共 形 不 变 的 ,只 
要 将 由 入. 视 为 恒 同 ,所 讨论 的 情形 可 归结 为 “= 1 的 情形 . 因 
此 ,对 这 样 的 区 域 定理 仍 成 立 . 

定理 11 在 定理 8 的 条 件 下 , 设 f(6) 是 了 上 的 有 界 可 测 函 


数 . 若 置 
9 = 去 站 ,7 $2 la， 
则 x(z) 是 D 内 的 有 界 调和 函数 . 若 f(6) 在 6.ET 处 连续 , 则 
plim, u(z) = 了 (6o). 

定理 11 易 从 定理 10 得 证 . 定理 中 的 函数 uz) 即 是 以 7 为 
边 值 关于 D 的 Dirichlet 问题 的 解 . 

7.， 混合 边界 条 件 的 Dirichlet 问 是 之 解 

设 D 是 Riemann 曲面 R 上 的 一 个 相对 紧 的 子 区 域 , 其 关于 朋 
的 相对 边界 了 由 有 限 条 互 不 相交 解析 Jordan 曲线 或 解析 Jordan 
弧 组 成 : 厂 =U 如 果菜 两 条 弧 厂 和 + 在 共同 顶点 处 相交 ， 
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则 其 相交 的 内 角 为 wr (0 二 a<<2). 下 面 是 所 谓 的 Neumann 问题 ， 
定理 中 的 函数 x(z) 称 为 Neumann 问题 的 解 . 


定理 12 设 1(5) 是 定义 在 六 U is) 上 的 连续 函数 , 且 满 足 


条 件 : (a) |f(O) <M, VsET; 和 人 sce = 0. 则 在 D 
内 存在 调和 函数 u(z) 使 得 在 也 上 u(z) 是 连续 的 , 且 
(GD (2 二 AM， VYzED, 其 中 :二 kCD) 是 仅 与 D 有 
关 的 常数 ; 
GD lim (6 YE cz (i=1,2.,), 其 中 
是 关于 的 内 法 向 , 而 z->6 是 沿 着 点 6 处 的 v 方向 变动 的 . 
(iii) wx 在 D 上 的 Dirichlet 积分 D[u] 可 表 为 
DE 二 = [Es lael =— ,uf lee, 
所 以 
D[u]) < tM’, 
其 中 a: 二 ke(D) 是 仅 与 D 有 关 的 常数 
证 不 妨 设 M=1, 则 
HGI<T veer:s real- 0 
首先 ,假设 对 每 个 46，a=1. 设 z=0ED, 而 g(z,0) 是 D 的 
以 :一 0 为 极 的 Green 函数 . 根据 定理 10, 和 在 了 上 是 连续 
的 且 >0, 其 中 v 是 卫 在 5 处 的 内 法 向 . 因而 , 若 置 


v0 = /$2, (2) 
则 we) 在 上 是 有 界 的 , 且 
人 we aacl =|, 11 =0. (3) 


置 
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(2) 一直 | p60) WE lac, 2€D, (4) 
则 "(z) 在 D 内 是 调和 的 且 有 0) 二 0 和 
dim, "(z) = pe), 6ET, (5) 
设 4=h(z,0) 是 9 一 外 ,0) 的 共 纯 调和 函数 ,并 竹 
ul(z) =| w(t) dg(t,0), (6) 
0 


其 中 积分 是 从 0 出 发 沿 的 等 位 线 dk 一 0 至 z 止 . 由 于 "(0) 一 0， 
故 积分 是 有 限 的 . 首先 必须 证 明 x(z) 在 D 内 是 单 值 的 , 即 只 要 
证 明 对 使 得 对 于 刀 内 任 一 闭 曲线 C, 只 要 在 C 上 dh=0 
| .oaoce,0 = 0. (7) 
为 此 , 置 
w(z) = | g(t,z)dg(t,0). (8) 


下 面 将 证 明 w(z) 夺 0. 

先 设 C 不 经 过 > 一 0, 所 以 w(z) 在 C 上 连续 , 从 而 在 D 内 也 
连续 . 下面 证 明 w(z) 在 D 内 是 上 调和 的 , 为 此 只 要 证 明 它 在 C 
上 的 每 一 点 是 上 调和 的 . 设 aE€C 不 是 曲线 dh==0 的 二 重点 , 而 
其 邻 域 为 UGzo). 置 01,=CNVGz), Cz 一 CNC1. 则 


wd) = | oC) + | gg,0). 9) 


记 w(2) = gt,z)dg(t,0) ，j 二 1,2. 通过 映照 


“一 2 十 志 0Y 十 这 (z,0) 一 (g(z0,0) 十 这 (zo,0)) 
可 将 UCzo) 共 形 映 上 -平面 上 点 6=0 的 邻 域 V, 使 得 C1 映 成 实 
轴线 段 {2| 一 6 过 z<<5, y 一 0). 对 于 2EVCz0)， 置 wz)==Wi(6)、 
g(t,z) 二 Glz,6), 则 
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wi(z) = 16) =| Q(xr,6)dr. 


由 于 G(x,6) 一 lg 让 5 十 《调和 函数 ), 则 W166) 在 V 内 是 上 调 
和 的 , 故 wi(z) 在 U(za) 内 是 上 调和 的 . 又 wz(z) 在 VCzo) 内 是 调 
和 的 , 则 w(z) 在 U(zo) 内 是 上 调和 的 . 下 面 证 明 点 mxEC 是 曲线 
==0 的 二 重点 , 而 UV(zo) 是 其 邻 域 , 不 包含 其 他 二 重点 . 则 w(z) 
除 za 外 在 (zo) 内 是 上 调和 的 . 但 w(z) 是 连续 的 , 故 易 知 它 在 % 
处 是 上 调和 的 . 由 此 可 见 w(z) 在 C 上 , 从 而 在 D 内 是 上 调和 的 . 
由 (8) 可 知 在 "上 w= 一 0, 故 根据 最 大 值 原理 , 在 D 内 w 之 0. 又 由 
于 w(0)=0, 故 w 二 0. 

由 于 

Ww jcesagce, 0) = | ceoaod0 三 0， 
则 
| dg(t0) =0, ssEL, 

所 以 

[run = 去 [vals [$2 wn = 


因此 已 经 证 明了 C 不 通过 z=0 的 情形 . 
下 面 证 明 C 通过 >= 0 的 情形 . 将 等 位 线 {z|g(z*0) 一 委 记 为 
书 (2 为 正 数 ), 则 当 2 足够 大 时 六 是 环绕 > 一 0 的 Jordan 曲线 . 
于 是 5 必 与 六 相交 于 两 点 记 为 az 记 0; 为 C 血 于 内 部 
的 部 分 并 设 
whi 恤 gadg(t;,0)， 2€D. (10) 


则 由 于 
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wi(0) = | gC,0)dgCt,0) 


二 (ga,0) 一 ga,0)) 一 二 02 一 各 一 0， 
类 似 于 上 面 的 证 明 可 得 wz) 三 0 且 
ly n(Ddg(t,0) = 0. 
令 -co 即 得 
[vdeo = 


至 此 , 式 (7) 已 得 证 . 所 以 u(z) 在 D 内 是 单 值 的 显然 a(z) 在 D 
内 是 连续 的 , 故 存在 仅 与 D 有 关 的 常数 使 得 在 D 内 uz)<h 
下 面 证 明 u(z) 在 D 内 是 调和 的 . 设 zED, 目 不 是 曲线 du 一 0 
的 二 重点 {a} 之 一 . 则 由 [ayVag]:-o=0 和 式 (6) 可 得 
Pu 由 Fu Ea “Fro 
Wa A Jom om ay 
所 以 A + 型 一 0, 故 u(z) 在 点 处 调和 | 
又 由 于 u(z) ai 的 邻 域内 有 界 , 故 在 点 a 处 调和 ,从 而 在 
内 调和 . 根据 (2)、(5), 车 令 z=->&ET 沿 着 点 6 处 的 内 法 方向 v 
变动 , 则 
WE = "GD WED pe) WE. I) 


由 此 易 证 


Dr] =— [leel =— | 2) 


所 以 存在 仅 与 D 有 关 的 常数 使 得 D[u]<k. 

至 此 已 证 明了 在 每 一 点 所 处 w=1 的 情形 . 如 果 某 两 条 弧 忆 
和 A+ 在 共同 顶点 上 处 相交 的 内 夹 角 为 wx (天 1), 则 通过 映照 
z 二 (z 一 6)1% 可 将 台 的 邻 域 UC6i) 共 形 映 上 z=0 的 某 个 邻 域 P， 
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使 得 只 和 有 tt 的 象 关 和 +: 在 z 一 0 处 的 交角 为 二 今 在 %Uy+ 
上 定义 了 "(zx) 如 下 : 
f*(z)|dz| = f(6) 1dé]. 

如 果 将 全 与 VU(6) 视 为 等 同 , 而 在 每 一 a 关 1 的 顶点 6 处 用 
f(z) 代替 f(6), 则 一 般 的 情形 可 归结 为 在 点 5 处 m==1 的 情形 . 
那么 , 尽管 经 修正 过 的 f(6) 一 般 在 上 未 必 有 界 , 但 却 为 可 积 
的 且 | 7 les1 一 0. 故 不 必 改 动 证 明 过 程 即 可 知 定理 的 一 般 的 
情形 得 证 ，1 

上 述 是 定理 12 的 直接 证 明 , 而 一 般 x(z) 的 存在 性 的 证 明 是 
借助 于 积分 方程 的 . 下 面 是 混合 边界 问题 . 

定理 13 设 D 是 Riemann 曲面 R 上 的 一 个 相对 紧 的 子 区 
域 , 其 关于 8 的 相对 边界 三 由 有 限 条 互 不 相交 解析 Jordan 曲线 
组 成 : 7 一 (局 U( UC) . 若 在 每 个 且 上 给 定 连续 函数 (6) 、 
在 每 个 C 上 给 定 连续 函数 9,(6), 则 在 D 内 存在 调和 函数 (2) 使 
得 对 任 一 ;或 GT 

uO) = YeEN, Wy) vee 
其 中 "是 0; 关 于 D 在 点 5 处 的 内 法 向 . 

证 先 考虑 两 种 特殊 情况 : (1) 在 有 卫 上 一 fG=1 mn)， 
在 0 上 汪 =0 GT (2) 在 上 4=0 (i=1,2,……m)， 


在 C0) 上 多 =g; (j=1……n)、 

(1) 设 是 区 域 D 关于 UG 的 Sehottky 双 倍 , 而 DD 和 谍 分 
别 为 D 和 工 关于 Us 的 对 称 象 . 现在 设 xz) 是 在 庆 和 [i(i=1， 
.…,m) 上 了 边界 值 所 的 六 的 Dirichtet 问题 之 解 . 对 于 关于 UC 
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的 两 对 称 点 和, 显然 有 a(z)=w(). 故 在 C, 上 洋 一 0 (j=1， 
2,…,n). 因此 x(z) 是 情形 (1) 的 解 . 

(2) 设 方 是 区 域 了 关于 UR 的 Sehortky 双 倍 , 而 万 和 总 分 
别 为 D 和 0, 关于 吕 忆 的 对 称 象 现在 设 (2) 是 在 C;, 上 取 边界 什 
灾 = 9 、 在 马上 取 边 界 值 呈 = 一 g; (j 一 1,2,…,n) 的 的 
Neumann 问题 之 解 . 显然 上 述 条 件 满足 Neumann 问题 的 可 解 性 
条 件 , 所 以 这 样 的 解 (z) 是 存在 的 . 记 "(z) 一 xz) 十 zx(2)， 其 中 
z 和 是 旋 中 的 关于 UC, 的 两 对 称 点 , 则 *(z) 是 边界 值 党 一 
的 方 的 Neumann 问题 之 解 , 故 vw 二 const. .如果 将 u(z) 规范 化 使 
得 在 某 点 6ET 处 (6o) 二 0, 则 "(co) 一 0, 于 是 "二 0 又 在 人 i 上 
:= 则 又 在 上 w=0, 在 0; 上 取 边 界 值 锡 =0 因 此 wz) 是 
情形 (2) 的 解 . 

下 面 考虑 一 般 情形 . 设 u(z) 是 情形 (1) 的 解 , 而 we(z) 是 情 
形 (2) 的 解 , 则 uz) :一 mm(2) 十 we(z) 是 一 般 情形 的 解 ， | 


第 四 章 
位 势 理论 


§ 1 下 调和 函数 的 允 近 定理 


1. 下 调和 函数 


第 三 章 8 3 已 引进 上 .下 调和 函数 的 概念 . 本 段 将 对 下 调和 
函数 进行 深入 讨论 . 当然 , 上 调和 函数 都 有 着 与 之 相对 应 的 结论 ， 

设 u(z) 是 定义 在 复 平面 区 域 D 内 的 下 调和 函数 . 若 闭 圆 盘 
Olz0,7) 包 含 于 DD 中, 且 x(z) 之 一 co， 则 根据 第 三 章 8 3. 3, u(z) 
在 闭 圆 盘 O(Cz,r) 及 其 边界 圆周 上 分 别 都 可 积 . 置 


了 (xyzoy7) 一 不 人 ee 十 re)d0， 


1 
Alu;z0,7) 一 mi [ jp dpdb. 
一 al<r 


定理 1 设 u(z) 是 定义 在 区 域 D 内 的 下 调和 函数 . 则 x(z) 在 
包含 于 D 中 的 圆周 C:=={z||z 一 %|==r} 上 是 可 积 的 , 甚至 当 闭 贺 
盘 0Cz,r) 包 含有 不 属于 了 的 点 时 仍 成 立 . 

证 ”选取 0<"<r<r? 使 得 闭 圆 环 R: 一 {z|m 委 |z 一 2| 委 2) 
包含 于 D 中 . 采用 与 调和 上 属 互 的 概念 (第 三 章 8 3.2) 相 应 的 记 
号 . 设 ip.(z)} 是 单调 下 降 趋 于 x(z) 的 连续 函数 列 ,而 有 .Cz) 是 贺 
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环 R 的 以 mw 为 边 值 的 Dirichlet 问题 之 解 ， 则 

limH.(z) 一 万 (z) 关 — o%. 
由 于 有 .Cz) 是 圆 环 R 内 的 调和 函数 , 根据 Green 公式 ， 
上 2 pdb 一 const. GO < 天 ra)， 


0 
故 
ZE(13zoyp) 一 alog p+h (npr). (1) 
类 似 可 得 
L(H;z0,p) = alog pi+b (rper) (2) 
又 由 于 H.(z) 是 单调 碱 小 趋 于 万 (z) 的 , 根据 Lebesgue 定理 ， 
LCHz0)p)->L( 卫 ;zo0,p)， 所 以 a>a、 b>b， 因 此 
Llu;z0,7) 一 lim L(H.;z0,7) = L(H;z0,7) = a logr +b, 


故 u(z) 在 圆周 C 上 是 可 积 的 . 1 


定理 2 设 w(z) 是 定义 在 区 域内 的 下 调和 函数 . 若 闭 圆 环 
{z10<n 志 |z 一 ;| 志 "2} 包 含 于 D 中 , 则 LGu;zo,7) 关 于 变量 log 7 
Cr 入 r:) 是 连续 凸 函数 ， 

证 与 定理 1 相同 , 采用 与 调和 上 属 概念 相应 的 记号 ， 则 

limL(H,sz0,7) =alogr+b (rrr), (1) 
Llusz071) 一 limL (O320,71) 一 alog ri 十) 声 
L(u;z072) 一 limL(O,3z0,72) =alogrz:+b. 

由 于 4 三, 故 Zezr) 秋 CC1izor)， 从 而 

L(u;z07) 魏 limL(H.;z0,7) =alogr 二 +b (rrr). (3) 
由 (2)、(3) 可 得 LGQu;z0,7) 是 关于 1log 7 (mn 入 rz) 的 凸 函 数 ， 又 由 
于 Llu;z,r) 是 上 有 界 的 , 故 为 连续 函数 ，| 


定理 3 设 xz) 是 定义 在 复 平 面 区 域 D 内 的 下 调和 函数 .如 
果 闭 圆 盘 (z|1z 一 al 入 ro} 包 含 于 了 中 , 那么 函数 PCGxizo7) 关 于 变 
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其 7 (0<r<ro) 是 单调 增加 函数 , 且 
lim Llusz07) = ul(20). 
证 设 m<r:<ro. 采用 与 调和 上 属 的 概念 相应 的 记号 ， 则 
LH.sz072) = H.C20) = LOHs320)71) 之 Luz071). 
令 n->oo 可 得 
了 (uizoy7z) > Luszort) (rs > 71). (1) 
因此 LQu;zo,r) 关 于 7 (0<r<ro) 是 单调 增加 的 . 
又 由 于 ww(z0) 志 LQ;zo,7), 故 uz0) Slim Llu;zo,7). 从 上 半 连 
续 性 可 得 lim Llu;z0,7)Su(zo0)， 所 以 
limL (usa0,7) =u(z). | 


定理 4 设 x(z) 是 定义 在 区 域 了 内 的 下 调和 函数 . 如 果 闭 贺 
盘 {z|1z 一 %| 志 ro} 包含 于 DD 中, 那么 函数 4(u;zo,7) 关 于 变量 log > 
(0<-r 和 ro) 是 单调 增加 的 凸 函 数 , 且 
u(z0) SC Alu320,7) 安 工 (uizoy7)， 
limACu;z0,7) = u(20). 
证 设 0<r<ro, 则 


的 志 /Ls aovp)pdp， (1) 


由 于 总 | mp 一 益 一 到, 又 Llusar) 关 于 变量 "连续 , 故 


2k 


nl 


Alu;z0,7) 一 tm od DIE (2) 


因为 Luz, 包谷 关于 log > 是 增 西 函数 ,所 以 ACusm0,7) 
关于 log 7 也 是 增 凸 函数 . 
又 由 于 Lusso,7) 关 于 7 是 增 函数 , 故 由 (1) 可 得 
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u(20) SZ Alu;z0,7) SC Lu;z07). 
于 是 根据 定理 3， 
lim Alu;z0,7) = ulz0). 下 (3) 
注 ” 由 式 (3) 和 上 半 连 续 性 即 可 得 
ul20) = lim u(z). (4) 
0 
由 定理 4 可 得 


定理 5 设 R 是 儿 盖 在 复 球面 上 的 Riemann 曲面 定义 于 
及 的 子 区 域 六 内 的 广义 实 值 函 数 x(z) 是 下 调和 函数 当 且 仅 当 函 
数 w(z) 满 足下 面条 件 (D 一 (iii) : 
(i) 一 co 和 xx(z)<< 十 co 且 x(z) 天 一 co ; 
(ii) x(z) 是 上 半 连 续 的 ; 
(iii) 对 任意 zxED, 存在 正 数 r 使 圆 盘 O(zo,ro)CD, 且 
u(z0) SC Alusz01,7), V7 EE [0,ro). 


2， 与 Laplace 算 子 相关 的 等 价 定 义 


定理 6 车 定义 在 区 域 D 内 的 实 值 函 数 4(z) 具 有 二 阶 连续 
偏 导 数 且 在 D 内 


Ac: 一 襄 十 办 >>0 (对 应 地 , < 0)， 


则 a(z) 是 D 内 的 下 调和 (对 应 地 ， 上调 和) 函数 . 
证 ”只 证 对 应 于 下 调和 的 情形 . 设 D.CD 是 一 个 Jordan 区 
域 , 其 边界 为 P, 而 万 是 D 内 的 调和 函数 使 得 在 了 上 Hu 若 
记 z(z) 一 xz2) 一 (2)， 则 在 三 上 (2 和 受 0, 但 在 站 内 Ap 一 Ax 人 0 
假设 "(z) 在 某 内 点 取 正 值 , 则 必 在 某 内 点 maE 六 取 到 最 大 
值 , 那么 Av(zo) 志 0. 矛盾 . 故 在 广内 "(z) 委 0,， 即 xz) 委 厅 (z)， 
根据 第 三 章 8 3 定理 5, u(z) 是 D 内 的 下 调和 函数 . | 
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定理 7 定义 在 区 域 了 内 的 具有 二 阶 连续 偏 导数 的 实 值 函 数 
u(z) 是 下 调和 (对 应 地 ,上 调和 ) 函 数 当 且 仅 当 在 D 内 以 之 0 (对 
应 地 ，Ax<0). 

证 ”只 证 对 应 于 下 调和 的 情形 . 设 u(z) 是 D 内 的 下 调和 函 
数 . 假设 存在 某 点 maE 使 得 Au(zo) 二 0, 则 在 有 w 的 某 邻 域 UCD 
内 Au(z) 过 0. 根据 定理 6, u(z) 是 0 内 的 上 调和 函数 ,从 而 是 UV 
内 的 调和 函数 . 故 wx(z) 一 0, 矛盾 . 于 是 在 D 内 Au 之 0. 

反之 , 设 在 D 内 Av 之 0. 记 z=z 十 iy. 置 u* 一 & 十 se(z2 十 妃 )， 
其 中 a>0. 显然 在 D 内 Ae">0, 于 是 w* 在 D 内 是 下 调和 的 从 
而 w=lim w* 是 下 调和 的 . 1 


3， 逼近 定理 


定理 8 设 u(z) 是 定义 在 区 域 D 内 的 下 调和 函数 .如果 D 
是 DD 的 子 区 域 且 使 得 CD, 那么 存在 一 实数 p 和 0, 使 得 对 于 任 
意 zzED，0(z,2p)CD， 对 >zED, 置 


4 一 未 村 。 eeorarae， 5 一 = 十 rew， 


则 4GQu3z) 是 D1 内 的 关于 变量 = 的 连续 下 调和 函数 . 
证 由 于 x(z) 在 六 的 任意 有 界 可 测 子 集 已 上 皆 可 积 , 故 当 
m(B) 趋 于 0 时 4 的 积分 也 趋 于 0， 所 以 lim4(u3;?) 一 4(u3 0)， 


V zaEDi， 从 而 4(u;z) 是 Di 内 关于 变量 z 的 连续 函数 . 
下 面 证 明 4,(u;z) 是 Di 内 的 下 调和 函数 , 设 aE Di， 不 妨 设 
zw 二 0， 置 u(2) 二 u(7,y) ,2 二 z 十 y. 车 jz| 之 p, 则 


ulz,y) < 人 zc 二 69 十 dédn, 
通过 在 {z| |z| 三 p} 上 取 积分 平均 值 可 得 
A,lu;0) = Day 
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< i wl pe (T+ E99 十 Ddédn. 
由 于 在 万 上 ， 故 可 交换 积分 次 序 而 得 


Aslu;0) 委 i |; po dédn 二 | .zc 十 上 <,y 十 7)dzdy. 
又 由 于 4(oe 人 一 二 | 十 59 十 mdzdy ， 故 


hlu;0) 去 十 satan 
因此 根据 定理 5, 4,G@;z) 是 六 内 的 下 调和 函数 .1 
设 对 任意 zaED 都 有 0Cz0,np)CD. 置 
A us2) = Aslu32), A us2) = AAS (us32) 32) ,°° 
A us32) = ApCALT I uz) ;2), 
则 4?Gu;z) 是 D 内 的 连续 下 调和 函数 , 且 
uz2) SC AV;2) SC AP;2) SS AP 2). (2) 
根据 定理 4, 4(z) 过 4,Qu;2) 过 4,lu;z) (p<p). 故 有 


定理 9 u(z)SAN uz)SAN Cu32) (p=p), 
limAs" (u32) = 2(z). 

定理 10 〈 通 近 定理 ) 设 (z) 是 定义 在 区 域 D 内 的 下 调和 函 
数 . 又 设 D, 是 D 的 子 区 域 使 得 对 任意 %E€D',0Cwo,3p)CD, 其 
中 p>0. 置 w3(z)=A3u;z), Y zEDi, 则 ww?(z) 是 Di 内 的 具 
有 二 阶 连续 偏 导数 的 下 调和 函数 , 且 

ul(z) SZ ud (2), lim us (2) = uz), 

其 收敛 是 单调 下 降 的 . 

证 设 f(z) 是 nD 内 的 连续 函数 , 置 


As(f;z) = 吉 人 rc 十 re”)rdrd9，z 二 7 十 iy， (1) 


(1) 


Ce 
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则 ft eo 0 do 


94(f;32) _ 


下 [re 十 pc) sin 0 do. 
np jo 
因此 4,(f;z) 具 有 一 阶 连续 偏 导 数 . 
如 果 f(z) 具 有 一 阶 连续 偏 导 数 天 、f， 那么 根据 (1)， 
fi2) = 4(f3a， = 4,(f132). (2) 


从 而 邓 人 加、 36f12 车 具有 一 阶 连续 偏 导数 , 故 bfiz) 具 
有 二 阶 连续 偏 导 数 . 

如 果 将 上 述 结论 用 于 f(z): = 二 440(f;z), 那么 由 于 44?(f;z) 
是 连续 函数 , 故 4*(f;z) 必 具 有 一 阶 连续 偏 导 数 .于 是 函数 

ulW(z) = AY (uz) 

具有 二 阶 连续 偏 导数 .| 

定理 11 设 u(z) 是 定义 在 区 域 D 内 的 下 调和 函数 . 若 D, 是 
D 的 子 区 域 使 得 对 任意 a€ Di, 0Czo,3p)CD，, 其 中 m>0. 则 存 
在 正 数 M 使 得 对 D, 内 的 任 一 紧 致 集 B, 对 任意 PE (0,poj 

ve Ips = ga <M. 

证 根据 Borel 有 限 覆 盖 定 理 , 不 妨 设 忆 是 闭 圆 盘 O(zo,ro). 
由 于 ws 是 下 调和 的 , 故 Ag 之 0， 从 而 1(p) 宇 0. 

要 证 1(p)M， 只 要 证 iim 1(p) 二 oo. 由 于 Le ;zy7) 关 于 
log r 是 凸 的 , 故 根 据 Green 公式 


AM (3) 人 CM [2 9 (3)d0 
人 由 Ce | Fe | 2 


dL ;20,70) 
nt 
diog 7o 


一 一 了 (zj;zoy270) 一 也 (Cj20， 
从 而 1) < 2 2 < oo 1 


Lu ;20,270) 一 了 (ee izoy7o) 


2 log 270 一 log ro 


魏 2r 
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$ 2 对 数位 势 


1。 对 数位 势 
设 6 是 复 平面 8: 一 {z| |z|<co} 上 的 有 界 闭 集 , 而 x 之 0 是 
5 上 总 质量 有 限 的 正 质 基 分 布 .下 面 考虑 称 为 对 数位 势 的 函数 
u(z): 一 | ET dx(a). 
记号 v(z) 在 本 节 中 皆 表 示 对 数位 势 本 节 还 常用 到 下 述 函 数 ; 
eae {ele i mn > hd 
2 p, 当 |z 一 a| 二 p. 
其 中 p>0 是 固定 的 常数 ,显然 og 和 -5T 是 关于 双 变 元 = 和 a 
的 连续 函数 容易 验证 log Tz-aT 是 关于 = 的 上 调和 函数 


定理 1 uz) 在 平面 8 内 是 下 半 连 续 且 为 上 调和 的 . 
证 -容易 验证 x(z) 在 8 外 是 调和 的 , 故 * 天 co. 由 于 是 有 
界 的 , 故 有 正 数 R>>0 使 得 BCOC0,R)， 所 以 对 任意 a€ 8， 


1 1 
| 18 = du(a) 之 ACE)log FTFa>— oo， 
因此 一 eo<u<oo. 对 于 数 p 二 0, 置 


l 
uC = | 108 ToT dx(o)， (D) 
则 w(z) 是 z 的 连续 函数 . 又 由 于 1z 一 al, 和 受 |z 一 el,(o<o) , 故 
ao(z) 魏 up (2) » 若 0 二 p< 过 p. (2) 


现 将 5 分 成 有 限 个 直径 小 二 5( 之 0) 的 不 交 子 集 EE Gi 二 1,… ,0). 
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对 于 每 个 i, 取 a€ EB, 则 
wa = lim lo a (3) 


由 于 log [一 TB) 是 上 调和 的 ， 故 os a Tx(5) 是 上 


调和 的 , 从 而 w(z) 也 是 上 调和 的 . 根据 (2)， wlz) 关 于 p 是 单调 
的 , 故 ww(z)~ux(z) (p 一 0)， 所 以 u(z) 是 下 半 连 续 的 , 且 根 据 第 
三 章 8 3 定理 2, u(z) 是 上 调和 的 . | 


2. 几 个 引 理 

引 理 1 设 f(z), 太 (z) (x 二 1,2,…) 是 定义 在 [a,b] 上 变量 z 
的 一 晤 函数 列 , 县 limf(z) 二 f(z)、 又 设 点 zaE (ae,b) 使 得 也 (zo)、 
到 (zo) (n 二 1,2,…) 都 存在 , 则 limf (zo0) 二 f(z0). 

证 不 妨 设 limf: (z0) 二 a 存在 , 否则 可 选取 子 列 而 实现 之 . 

车 > 了 (zo), 则 取 一 数 w 使 得 a>>a (zo), 于 是 存在 自 
然 数 mw 使 得 当 a>>m 时 天 (zo) 之 qr 之 了 F(z0)， 又 由 于 天 (zx) 是 凸 函 
数 , 故 天 (7) 一 f(z0) 之 q(x 一 x0) (Y zE (70,5)). 从 而 f(z) 一 f(z0) 
宇 a1(z 一 z0) (Y zE (zo,b))， 由 此 可 得 矛盾 式 了 《70) 之 a 

反之 , 车 a< 了 (zo), 同 理 可 得 矛盾 . 故 f7 (zo)=a. 1 


引 理 2 设 f(z) 是 定义 在 [a,5] 上 关于 变量 z 的 一 凸 函 数 ， 又 
设 {z)%o 是 (a,b) 中 的 点 列 使 得 xz Coco)， 若 了 (za)、 了 了 (0) 
(==1,2,…) 都 存在 , 则 limf (z= 了 (zo). 


证 设 下 (7) 二 f(z 十 x 一 z0). 应 用 引 理 1 即 可 得 证 . 1 


设 u(z) 是 定义 在 z 平 面 区 域 D 内 的 下 调和 函数 . 对 点 zxED， 
取 数 oO 之 0 足够 小 使 得 0 二 0(z,p)CD. 置 


L(uszs7) = 元 去 u(z 二 re*)d9, 0<r<p. 
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若 2 存在 , 则 称 4(2 为 正则 圆 盘 , 由 于 Lusz,7) 关 于 
log > 是 单调 增加 的 凸 函 数 ， 故 除去 最 多 可 数 个 > 的 值 外 
rdL(u;z,7) 

0 存在 . 


引 理 3 区 域 D 上 存在 质量 分 布 x 宇 0, 使 得 
4(4,(z)) = 7 Ca 0. 


d’ 
对 任意 正则 圆 盘 4(z) 都 成 立 . 
证 对 于 足够 小 的 p>>0, 采用 $1.3 中 的 记号 www? 置 


2x 
L527) = 到 ec 十 ree)dl0. (D 


则 Zuxi2;zovro) 是 关于 变量 log 7 的 单调 增加 凸 函数 ,而 当 p 一 0 
时 LGu4?;z0,70) 单 调 下 降 收 敛 于 LGu;z,r). 于 是 根据 引 理 1, 对 任 
意 正则 圆 盘 4.(z) 

lim | 旦 Ce 2] Kg Sn, (2) 
设 吕 是 使 得 CD 的 D 的 子 区 域 , 其 边界 全 由 有 限 条 解析 Jordan 
曲线 组 成 . 选取 足够 小 的 m>0 使 对 任意 zxE 都 有 4h(z)CD. 
设 0<p<p, 则 su? 宇 0. 定义 8 的 正 测度 pp 之 0 如 下 : 

1 du) 


1 = 
0 过 (9) = 让 [ar = 去 | 党， (3) 
其 中 v 是 的 外 法 向 . 根据 8 1 定理 12， 
0<u DZM:=MQ) (0 委 p 委 Am) (4) 


其 中 M(9) 仅 与 区 域 2 有 关 的 常数 . 

显然 %(9) 是 关于 区 域 2 的 有 限 可 加 集 函 数 , 根据 
Caratheodory 的 测度 延 拓 定 理 ,w 可 延 拓 成 D 之 Borel 集 上 的 测 
度 . 根据 式 (4)， {ww} 有 子 列 {4} 浑 收敛 于 DD 的 某 个 测度 人 

下 面 证 明 对 任意 正则 圆 盘 4.(z), 其 边界 了 不 含 正 质量 . 
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根据 式 (2)， 


4) 一 二 | 各 ad 

dL 327) 7 dZGs Zr7) 总 
5 训 dr dr (0), 

根据 引 理 2, 对 任意 之 0, 取 两 正则 值 "<r (",<r<?) 使 得 


0 Sare) = "1 eer) < 


因此 由 式 (5)， 
0 委 w(4,(z)) — ph(2)) Se 车 0<p< ple). 
所 以 0<p(4,(2)) 一 p(4,(z))e， 由 于 4(2) 的 边界 卫 不 含 正 人 
质量 , 由 * 的 任意 性 可 得 , 对 正则 圆 盘 4(z) 有 
mu(C4(z2)) > p42)) (一 0)， 


因此 由 式 (5)， w(4(D) 一 raszr2>>0， 1 


3， F. Riesz 分 解 定 理 


定理 2 〈F. Riesz 分 解 定理 ) 设 xz) 是 定义 在 区 域 了 内 的 下 
调和 函数 , 存在 定义 在 D 之 Borel 集 上 的 质量 分 布 "之 0, 使 得 对 
D 的 任意 子 区 域 9, 5CD, 有 


ud) = — 108 Tsai) VED, 


其 中 wz) 在 9 内 调和 . 
证 设 4 是 引 理 3 所 定义 的 D 上 的 正 质量 分 布 . 在 2 内 定 
义 函 数 u(z) 和 wz) 如 下 : 


»(z) = u(z) +|, log ET 人 


al 
w(z) 一 [08 ao), VzERQ. 
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只 需 证 明 *(2) 是 9 内 的 调和 函数 .为 此 取 po>0 足够 小 ,使 得 对 
任意 zE 9, 正则 圆 盘 4,(z) 都 包含 于 D 中 . 图 


L(w;z,7) = 人 ee 十 rcs)d0， 0<7r 近 po. (2) 
设 z=0E9, 则 
Loi0,r) = 人 eeeoa， 0 (3) 
又 设 BCO(C0,P)， 置 
adr) = dv， 0<r<R. (4) 


2x 
由 于 忒 | gbe 一 ol dp = max(log rioglal)， 则 


2 
Leos0w7) = 一 站 | ax gle — al ao 
一 一 log r o( 十 0) 一 | maxaog 7ylog t) do(t) 


— logr oC+ 0) 一 logr 全 do(t) 一 人 1 dolt) 


一 一 w(R)logR + | wd 


故 Llw;0,7) = 一 (8)logR 人 OL i 


车 4(0) 是 正则 圆 盘 , 则 其 边界 全 不 全 正 和 质量. 故 wo) 在 t=7 
处 连续 , 根据 式 (5)， 
7 de 0,7) 
dr 
_ dL(u;0,7) 
一 六 dr 


= ©(7) 一 AC4(C0)) 
(6) 


(0<r< po). 
因此 , 除去 最 多 可 数 个 > 的 值 外 式 (6? 都 成 立 . 


作为 log r 的 凸 函 数 ， 一 CCGos0,r) 和 LGu;0,7) 在 (0,po) 内 的 
任意 闭 线段 上 都 是 的 绝对 连续 函数 . 根据 式 (6)， 它 们 的 导数 
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几乎 处 处 相等 , 故 LGu;0,7) 十 LCw;0,7) 夺 const.， 于 是 
L(V;30,7) = LOu;0,7) + L(w;0,7) const. (0 <r < po). 
类 似 地 , 对 任意 zxE 9, 对 任意 rE (0,m]， 
Llv;2,7) = LOusz2,7) + LOw;z),7) = const, ， (7) 
其 中 常数 (const. ) 仅 依赖 于 变量 > 又 由 于 
Aslu;z) 一 三 [ezm rdr、 A,(w;z) 一 号 [zeozm rdr ， 
则 aa +As(w;z)=const. (VY pE C0, pm]). 
因为 w 和 一 w 都 是 下 调和 的 , 故 
lim Aslu32) = ul(z)、 lim Alw;2) = wlz). 


从 而 对 任意 ， je (0,po]， 
Aslv;z) 一 lim Aslt32) = ulz) 十 z(z) = v2), (8) 


又 因为 4(w3z) 和 w(z) 都 是 z 的 连续 函数 , 且 46bv3z) 二 v(z), 所 
以 +(z) 是 调和 函数 . 
下 面 证 明 这 样 的 4 是 唯一 的 . a Ai、 使 得 


ua) = mz) 一 | log a) 


一 zz(z) 一 上 log EF 到 一 oldw(o)， VzE2， 


其 中 尺 (z)、 wz(z) 是 满足 式 (1) 的 ww 所 对 应 的 函数 , 它们 在 8 
内 皆 调 和 ， 置 2=w(2) 一 w2(z)、4==h4 一 pp， 则 


v(z) 一 一 [| log = To (9) 
是 2 内 的 调和 函数 ,不妨 设 :一 0E 9, 置 
on) 一 | av =| an 一 | ae 一 oo 一 wo， 
则 根据 式 (9)、(5)， 
"0 一 到 | eeoao = Le;0,r) = AC8) log R 上 0 
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由 于 or) 是 两 个 增 函数 之 差 , 因此 除去 最 多 可 数 个 + 的 值 外 
wor) 是 连续 的 , 如 果 oC) 在 7 处 连续 , 那么 对 上 式 两 边 微 分 就 可 
得 wb7)=0, 即 or) 王 oz(r). 因此 m(4(0)) 一 她 (4(0))， 

又 因为 wz 十 0) 王 or) G=1,2), 所 以 对 任意 7E (0,p)， 必 
有 (4(0)) 二 pC4(0))， 从 而 w=. 1 

从 上 面 定理 2 证 明 过 程 中 可 看 出 


定理 3 设 vi:= 一 必 是 定义 在 避 上 的 两 个 正 质量 分 布 w 
和 pw 之 差 , 其 中 ww(D)、 CO: 置 
ul(z) = | log FE Ea) 
又 设 4 是 一 包含 在 D 内 的 圆 盘 , 如 果 x(z) 在 4 内 是 调和 的 、 或 者 
uz) 夺 const, 在 4 内 几乎 处 处 成 立 , 那么 x(4) 二 0. 
下 面 定理 4 是 F. Riesz 分 解 定理 的 应 用 . 


定理 4 设 wu(z) 是 定义 在 区 域 D 内 的 下 调和 函数 , 而 C 是 D 
内 的 一 条 解析 曲线 , 则 wz) 在 C. 上 是 可 积 的 . 
证 设 C 包 含 在 D 的 紧 致 子 区 域内 . 置 


oC =uD + [lg a dD), VED, 
ny all < hal 


+ [an ie 下 二 可 
上 面 各 个 定理 都 是 局 限 在 平面 区 域 D 内 , 而 类 似 地 可 将 论证 
用 于 闭 Riemann 曲面 的 子 区 域 , 由 此 有 : 
定理 5 设 G 是 闭 Riemann 曲面 的 一 个 子 区 域 . 如 果 u(z) 
是 定义 在 区 域 6 内 的 下 调和 函数 , 那么 存在 定义 在 G6 上 的 质量 
分 布 /之 0, 使 得 对 G 的 任意 紧 致 子 区 域 2， 有 


ldz| < co 1 
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u(z) = 1(z) 一 | coadno， VzEg， 
J: 
其 中 wz) 在 8 内 调和 , 而 y(z,o) 是 2 的 以 a 为 极 的 Green 函数 . 


定理 6 在 定理 5 的 条 件 下 , 若 2 的 边界 卫 由 有 限 条 解析 
Jordan 曲线 组 成 ， 则 


uz) 一 出 ee 0 ac 县 jeoano， VzE nD, 


其 中 是 在 6 点 处 的 外 法 向 , 而 9(z,qo) 是 2 的 Green 函数 . 
证 选取 6 的 一 紧 致 子 区 域 2 使 得 5C2 则 在 2 内 


6 | pdntoy, Vie CD 
0 


其 中 ww(z) 在 2 内 调和 , 而 wm(z,o) 是 @ 的 以 为 极 的 Green 函 
数 , 于 是 若 zxE9, 则 


1 CACALD) 1 (ce) WED) 
去 | Ov Id 一 到 ace) hs lasl 


一 让 an go(Czya) 全 ldél 


一 aa 一直 | ar | se) lel (2) 


= u(z) +| go(z,a)du(a) 
% 


和 WS1a) 
-去 ano| nc. lael. 


如 果 a€ 2\5, 那么 由 于 golz,a) 在 怠 内 调和 , 故 有 
二 CD Ss lds = gz,a). (3) 


如 果 aET, 则 在 a 的 足够 小 的 邻 域内 选取 a ESoN5, 那么 
式 (3) 对 a! 成立. 令 a' ->a 即 知 式 (3) 对 GE 了 仍然 成 立 ， 于 是 有 


。124。 Riemann 曲面 及 其 上 的 位 势 理 论 


1 YE, 
支 | mc 0 ie = goz,q), a € SAN9. (4) 


如 果 aE8&, 对 点 z€EQ、za, 设 相 互 分 离 的 两 圆周 
»: = {e116 mal=7} 和 yp: 一 人 1 一 ?三 人 

都 包含 在 2 内 ,根据 Green 公式 ， 
有 go(6a) 中 Go 一 g(6va) Ws | qe 


+ | (m6.0 $s sc,0 Fs) lsl 


二 en 得 ssn RY) lasl = 0 
其 中 在 第 一 个 积分 里 gC,a) 二 0. 若 令 ">0, 则 容易 得 到 
[RC we) Jaé| = 902,0) — gC2,0), ae 9 (5) 
因此 , 根据 (1)、(5), 有 
J mcd) 一 去 | an go(6,a) ss0) qel 


Ovs 


= | golzsq) duba) 一 | ca 


过 ea — g(z,a) Jdu(a) = [coan， 
故 根据 (2), 对 任意 zxE2 有 
uz) 一 让 | ee 0) laél [peoawo， I 


4. ”最 大 值 原理 


定理 7 (最 大 值 原理 ) 若 在 上 4(z)<M, 则 uz) 在 平面 
S 内 也 有 uCz) 志 MM. 

证 记 D=SNE. 由 于 wz) 除去 在 zo 处 取 一 oo 外 在 D 内 
是 调和 各 的. 则 只 需 证 明 对 也 的 任 一 边界 上 的 点 mo 
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lim xz) < M,. (1) 
Dy 


记 U6=0(q0,p)、B 二 BD 由 于 在 8 上 ww(z) 全 M, 则 任何 单 
点 都 不 包含 正 质量 . 于 是 对 任意 2 汪 0, 可 以 选取 实数 p>0 足够 
小 , 使 得 u(B,) 二. 设 zED,: 一 PD 站 Us 现 选取 21€8,, 使 得 对 于 
任意 a€8, 有 |1z 一 x4| 二 |z 一 al, 则 

la—al<lz—al+ lz—al<2lz—al, Va€B, 
从 而 


上 性 log 局 sal dula) < 1u(B,) log 2 4 log 下 可 du(a) 


委 slog 2 十 | i du(a) 


1 
一 slog 2 十 | 从 三 机 du(a) 网 log E= 可 de) 


过 :log 2 十 xzD) | log i 

即 得 
jn log 7 x) + |,, 0 B®) | i 
log Tt) eel tM 

显然 im|a 一 ?| 一 0 于 是 当 z 足够 靠近 oo 时 

j 1 

Ji Tz—al 0 <<| me |z 守信 al Ge7 ti 

因此 根据 (2)， 
wo= iog 一 一 一 一 rz 


< 和 证 2 十 M 十 z 
由 *>0 的 任意 性 可 得 iim ua)<M. | 


1 
| du(a) +| Ws i du(a) 
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定理 8 若 xz) 作为 定义 在 已 上 的 函数 在 点 ao€ 6 处 连续 ， 
则 x(2) 作为 定义 在 m 的 某 个 邻 域 上 的 函数 在 点 o 处 也 连续 . 

证 根据 定理 7 的 式 (2), 若 |z 一 qo| 二 p<p, 则 有 

u(z) < elog 2 十 xz) 十 2 

因为 x(z) 作为 定义 在 上 的 函数 在 点 ooE 妃 连续, 那么 , 若 
内 足够 小 则 有 x(z)<x(oo) 十 * 所 以 u(z)<e log 2-Hx(eo) 十 2s. 由 
:>0 的 任意 性 可 得 lim x(2?<x(oo)， 又 由 于 x(z) 是 下 半 连 续 的 ， 


故 wba) 过 lim xz). 所 以 lim nu(z) 二 ulao). 1 
ne ep 


5. 容量 
设 是 复 平 面 5 一 {||z|<oo) 上 的 有 界 闭 集 , />0 是 
上 总 质量 (5) 二 1 的 正 质量 分 布 . 考虑 能 量 积分 
1(00D: = | Ta ednl). a) 
置 V=inf 1(), x(8)=1. (2) 
取 M>1 足够 大 使 得 对 于 任意 a.5EB 有 ab| 过 MM, 则 
I(W) = 人 Fe du(a)du(b) 一 log M 过 一 log M. 


因此 一 2 过 roo. 

车 假设 Y<oo，, 则 根据 (2), 存在 一 列 {pn}o 使 得 1p) 一 Tr. 
由 于 yn(8) 二 1, 故 可 选取 一 子 列 , 仍 用 原 记 号 , 使 其 浑 收敛 于 一 
个 正 质量 分 布 x, 其 中 (8)==1. 置 


MO = py dna) dncb), (3) 


则 VSD. 对 之 0， 由 于 og a 一 5T, 是 二 元 连续 函数 故 


人 ee 攻 三 1 二 du(a)du(b) = lim im | log Tr dim (a) dm (Db) 
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< lim ee dk(a)du(D) = 
因此 若 令 p->0, 则 得 
LO = |e a edd) <r, 
由 V7) 可 得 
v=10 = 8 aT dd), p(B) =1. 


定义 1 称 4 为 B 的 平衡 分 布 . 

设 zEB, 若 z 的 任何 邻 域 都 包含 正 和 质量, 则 称 z 是 
正 质量 点 . 正 质量 点 全 体 B* 是 的 闭 于 集 , 称 为 4 的 支 集 . 

定义 2 设 是 复 平面 的 有 界 闭 集 , 4 为 的 平衡 分 布 , 则 


1 这 
0: = lo8 Tool dC AB) =1 (6) 


称 为 8 的 导体 位 热 如果 置 V 一 |,u(z)dx(z) ,那么 。-" 称 为 
的 (对 数 ) 容 量 , 记 为 x(5). 
对 平衡 分 布 4 的 支 集 B*， 根 据 (6), 显然 有 


“一 | . eg 下 二 du(o， 1(B') =1, (7) 


es 
edx = | ran =V = lo8 se (8) 
于 是 车 <oo, 则 y(B)>0; 车/=o0, 则 y8)=0. 


设 妃 .B; 是 复 平面 S 的 两 个 有 界 闭 集 , 且 BCB. 根据 定义 ， 
显然 有 VCB) 之 VCB2), 故 y(B81)y(E2). 
定义 3 设 马 是 复 平面 8 的 任 一 子 集 , 则 
y(E): = sup y(F) 
称 为 5 的 容量 , 其 中 为 8 的 闭 子 集 . 
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注 y(8) 称 为 内 容量 . 本 书 所 涉及 的 的 容量 均 为 内 容量 . 5 
的 外 容量 定义 为 "(5) :二 sup y(0) ,其 中 0 为 包含 互 的 开 集 ， 

容易 证 明 下 面 的 定理 9.10， 

定理 9 车 BCBE, 则 y(B)Sy(E;). 

定理 10 设 7; > 一 oz 十 ! 是 一 线性 变换 , 且 已 =T(B)， 则 
必 有 y(B)=|aly(E). 

定理 11 若 有 界 闭 集 是 一 连续 统 , 则 y(5) 二 0. 于 是 零 容 
集 不 包含 任何 连续 统 . 

证 设 忆 位 于 并 上 半 平 面 . 置 =z+iy, 又 设 刀 在 二 轴 上 的 
投影 是 一 线段 L， 对 任 一 a€L, 过 a 作 一 平行 于 y- 轴 的 直线 , 记 
其 与 已 的 交点 中 距 x- 轴 最 近 者 为 a. 将 a 与 a 相互 连 系 起 来 , 在 
上 定义 dx(q):==da/ 5, 则 | ae 二 1 ,其 中 |L| 表 示 工 的 长 
度 . 车 a 分 别 对 应 a.5EB, 则 la 一 5| 委 lo 一 中 故 


| 六 
og 5 =") < | io EH span) 


1 1 
BD Br Ta 

由 此 可 得 y(8)0. 1 

定理 12 设 是 复 平面 的 一 正 容量 有 界 闭 集 ,而 4 是 其 上 的 
平衡 分 布 . 若 将 4 的 支 集 记 为 8* , 则 

y(B*) = y(B). 
证 设 y(8)=c-"、y(B*)=e-", 则 由 定义 即 得 
V =1(W): 一 ee 所 二 可 du(a)du(D) SV". 


故 y(B) 过 y(E*). 但 BCE, 故 y(B*) 过 y(5). 从 而 
y(E)=7y(B°'). | 
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定理 13 设 是 复 平面 的 一 正 容量 有 界 闭 集 ， 又 设 "之 0 是 
上 的 一 总 质量 为 1 质 半 局 下 不 的 让 夺 生 分 区 


1(v): = L, log Fe = dv(a)dv(b) = co 
那么 对 于 下 的 Borel 子 集 。， 若 ye) 一 0, 则 "(e) 一 0 
证 “ 设 忆 包含 于 半圆 盘 500551755 之 中 , 则 Io T5531 之 0 
其 中 a€B， dy 从 而 
人 log 让 二 订 ao(odoG) < | log 让 doodG) < co， 
假设 ve ‘o> 则 可 取 。 的 四条， 下 使 得 v(F)>>0. 因此 
人 ee i do < Te i 0d < 
故 y(F) 汪 0, 即 ye) 三 7CP) 之 0. 矛盾 . 所 以 ve)=0. | 
定理 14 设 { 及 } 忆 ,是 一 容量 为 零 的 Borel 子 集 列 , 则 其 并 集 
6: 二 UB 的 容量 也 为 零 
注 由 于 单 点 集 是 零 容 集 , 故 有 限 集 和 可 列 集 都 是 零 容 集 . 


证 假设 yC5)>>0, 则 存在 一 有 界 闭 集 PCB 使 得 7(P) 之 0， 
若 设 4 是 FF 的 于 人 则 


人 log T——z7 Ta BT da) dnb) <<co， AGE) 一 1 


由 于 1 = < > uCP 站 B.)， 故 有 某 个 互 使 PNE)>>0 成 
立 . 又 根据 定理 9， y(PN BE)ZyE) = 0, 故 y(F 几 E.)==0. 但 根 
据 定理 13 有 wCPF 人 已) 一 0, 矛盾 . 于 是 y(B) 一 0. 上 

定理 15 设 8 是 一 有 界 闭 集 又 设 {0.} 忆 ,是 一 开 集 列 ， 其 
中 0. 的 边界 由 有 限 条 相互 不 交 的 Jordan 曲线 组 成 , 且 满 足 : 
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(a) 6COCo n=1,2.. ;和 (b) fi0.=6. 
则 lim y(0) =—y(8). 本 
证 记 及 =0. 不 妨 设 8 包含 于 闭 圆 盘 00(0,172) 之 中 . 
由 十 ECBCB, y(E)Sy(B:) Ry,), 
CD < lim y(B,). (CD 
设 7(B) 二 0, 并 设 py 和 分别 为 和 书 的 平衡 分 布 ， 则 


1 1 
= k= T : 
log yOB) 由 log 苇 三 可 du(Ca)d (CDD) 


其 中 w( 及 )=1 (一 1,2,…). 根据 选择 定理 , 可 设 存在 一 正 质 世 
1 


0. 根 
| 


分 布 w 使 得 wu 目 v8) 二 1 由 于 对 abE Elog 让 
据 Fatou 引 理 和 VV 的 定义 , 有 
和 1 
log rg) = L log | 可 dv(a)dv(b) 
< lim [ [A ye 0 Me 
et jim y(E,) 
故 y(E)Flim MBE) (2) 
根据 (1) 和 (2) 得 lim (及 ) 一 7"(B)， 
最 后 , 如 果 y(8)==0, 那么 im BED) 一 0 上 
定理 16 设 E 是 复 平面 S$ 上 的 一 有 界 闭 集 ， 则 


m(B) 
y(E) 二 Ne， 


其 中 m(B) 是 已 的 二 维 Lebesgue 测度 . 
由 此 可 见 , 若 y(8)==0, 则 m(8)=0. 


证 设 m(B)>0. 记 R=A/mc22 .用 刀 表 示 闭 贺 盘 
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000,R)， 则 m(CD) 一 m(B). 


R 『2r 
由 log 1 rdrdb 一 | | log 1 rdrd0 
Db 和 0J0 邮 


二 nlog 汪 十 | =m(8) log 世人 01) 
而 另 一 方面 


[ log 本 rdrd0 = [| log 下 rdrd9 十 中 log 于 rdrd0 
Dp 7 oNE 9 DNS 7 (2) 


> J log 4 rdrd9 + log T [m(D) — mCD NN 6)]. 
One 7 R 


[| log 二 rdrdp 一 |, log 工 rdrdb 十 J,, log 1 rdrd0 
Re 本 (3) 


< bs log 工 rardg + log (mCB) 一 mn D)). 
由 于 ee 和 多 


me 1 rdrdb 过 [re ! rdrd9 = m(BE)1og Cs ， (4) 
因此 , 若 用 dc(a) 表示 曲面 元 , 则 由 (4) 可 得 


1 ne 
人 log | do(a)do(b) < [mE) J log mE 
置 du(q) 二 do(a)/m(B), 则 (8)=1. 根据 的 定义 ， 


iog = ee -7< | log TG 下 ad) < oe VR i 


m8. 1 


即 得 多 机 之 


定理 17 设 着 六 症 S 的 一 可 求 长 Jordan 弧 , 而 是 C 
上 的 闭 子 集 . 将 关于 弧 C 的 求 长 测度 记 为 二 如 果 Z(B 之 0, 那 
么 7B)>>0. 因此 , 若 y(8)==0 则 ZB) 一 0. 
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证 设 w 是 C 的 两 端点 之 一 ,而 a 是 C 上 的 任 一 点 . 车 将 弧 
人 的 长 度 记 为 sD), 则 对 几乎 所 有 的 aE€C， lim 四 二 | -| 
因此 ,根据 Egoroff 定理 , 若 二 ( 札 过 0， 则 存在 加 的 一 闭 子 集 妃 使 
得 :==L(8D>0 此 jm | 2 二 se | 一 1 关于 aE 有 是 一 臻 的， 
从 而 存在 常数 上 之 1 使 得 
20 0 | kx, VaeE (1) 
设 a€ 妈 是 固定 点 ,而 5 是 BL 上 的 变 点 . 置 s=s(D) 一 *(o). 类 似 于 
定理 16 可 证 得 


/2 
上 mc log ds = Liog 2 tbh. 
sl 一 和 /2 ls| Li 


2 
故 此 log Tl ds(b) Lilog 十 因此 


党 
下 log 二 ds(a)ds(b) < Lilog 元 + 二. (2) 
现在 设 dux(o)=ds(o)/D, 则 wx) 一 1 且 
ca 2 
由， ie Tey se ou) 扩大 二 (9) 
DE 
log hr 一 "< log 下 二 ax(odwt) 


2kKe 
局 


logk 十 log 万 2 二 1 一 log 


所 以 (BCBD) >0. | 
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§ 3 Evans 位 势 


1 导体 位 势 的 基本 性 质 


定理 1 (基本 定理 ) 设 5 是 复 平面 5: 二 {z|1z|<o0) 的 一 
具有 正 容量 的 有 界 闭 集 . 又 设 a(z) 是 五 的 导体 位 势 . 那么 
(CD ulz)EV, VY z€ES; 
(ii) wz) 一 F 除 一 零 容 F, 型 集 外 在 5 上 处 处 成 立 ， 
ER 二 
其 中 了 一 og )(B7 
证 首先 证 明 xz)Y 除 一 零 容 集 外 在 马上 处 处 成 立 . 
记 4={zEBIu(z)<V}, 4={2€E Blu(2) SV—1/n) CEY)， 
由 于 x(z) 是 下 半 连 续 的 , 故 4. 是 闭 集 ， 显然 
ACAhC*CA-> A ln- oo0). 
下 面 证 明 y(4) 二 0. 为 此 假设 >( 4) 之 0 由 于 4 一 口 4, 根据 
$ 2 定理 14, 存在 某 个 自然 数 ”使 得 (4.) 之 0. 于 是 对 某 适 当 的 
正 数 :>0, 存在 8 的 一 子 集 使 得 
ulz) <V—2e, VYz2€EB, y(E)>0. (1) 
设 是 的 平生 分布, 而 8" 是 其 支 集 , 则 由 于 | .udh 一 7， 
必 存 在 一 a.€E B" 使 得 x(ao)>F 一 * 因此 根据 (1), aoEB, 又 由 
的 下 半 连 续 性 可 知 存在 m 的 一 邻 域 U(ao) 使 得 


uz) >V—s, YYVzEUCo). (2) 
可 将 UCao) 取得 足够 小 使 其 与 B 距离 为 正 的 . 但 ao€ 8", 故 
ACU(Cao)): =m> 0. (3) 


由 于 Bi) 之 0, 故 在 B， 上 存在 一 正 质量 分 布 "0 使 得 
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(co) : = [| log a es do(a)do(b) 一 co， 
与 la 一 外 (4) 


ob)=m>0. 
现在 , 在 6 上 定义 一 质量 分 布 rc 如 下 
0y 在 BE 上 ; 
二 4 一 4p 在 BN UCao) 上 ; (5) 
0， 在 其 余 处 . 
则 ci(BD) 一 my， oA(U(a))=—m, 01(8)=0, 且 


Re me do (a) dob) 2 oo, (6) 


而 且 , 对 于 数 7E (0,1) 有 有 , 

4 十 no 宇 0 和 ac 十 mo) 一 1. 
根据 (1)、(2) 和 和 (6), 如 果 7>0 足够 小 , 则 有 

It 0) 一 人 OO = 2 [uo + IC) 


a | J da 二 J do 十 pI) 


2n {mV 一 2e — mV — e+ 70) 
=—7(2me—71(0))<0, 
这 与 1(p) 的 定义 相 矛 盾 . 故 在 8 上 除 一 零 容 集 外 x(z) 之 广 
其 次 证 明 uCz)<r 在 B* 上 处 处 成 立 . 
为 此 , 假设 存在 某 点 oo€ 6* 使 得 uCao)>V， 则 根据 的 下 半 
连续 性 , 存在 一 正 数 <。 和 a 的 一 邻 域 VU(ao) 使 得 
uz) > 了 十 se， VzE€E Ua). 
根据 定理 13, 任 一 零 容 集 不 含 正 质量 , 故 可 得 下 面 矛 盾 


v=| u dx 十 | udp 
&* NV) BE” VCao) 


> + pVa0)) 十 FLI — (UCa0))] 
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一 下 十 suGUCao)) VY. 

因此 在 8* 上 wu(z)<V. 根据 最 大 值 原理 , 在 =- 平面 上 wu(z)<<r. 

综 上 所 述 , ulz)=V 除 一 零 容 集 外 在 5 上 处 处 成 立 . 

最 后 , 由 u(z) 的 下 半 连 续 性 知 集 4 是 F。 集 . ‖ 

由 4(z)<V 和 的 下 半 连 续 性 可 得 : 

定理 2 车 ulao)==V, 则 x(z) 在 ao 点 连续 . 

定理 3 若 ao 是 5 的 内 点 , 则 ulao)==V. 因此 

AGE) = 0， 

共 中 本 表示 的 内 部 

证 设 U(ao) 是 a 的 包含 在 的 内 部 把 内 的 一 个 邻 域 ,其 
面积 表示 为 IU(ao) |. 由 于 4 是 上 调和 的 , 则 


To [| drdy < x(ao) CV, (1) 
由 于 除去 一 FP 零 容 集 外 u(z)=V 在 上 处 处 成 立 , 根据 定 
理 1, u(z)=V 在 UCao) 上 除 一 零 容 集 外 处 处 成 立 因此 式 (1) 的 


左边 等 于 V， 所 以 ulao) =V. 从 而 uz)=V 在 上 处 处 成 立 , 根 
据 82 定 理 3, x(B”)==0. 1 


注 u(r) 二 0 的 含意 为 4 的 质量 全 部 集中 在 的 边界 上 . 


定理 4 若是 正 容量 的 有 界 闭 集 , 而 v 是 上 的 总 质量 为 
1 的 正 质量 分 布 . 置 


1 = 
w(z) = | 二 | du(a)， vwE)=1. 


若 记 V=log se 则 inf zw(z) 生 <sup wz). 
y(E) 2€E 2€E 
证 设 4 是 8 的 平衡 分 布 , 而 其 导体 位 势 
u(z) = | me El dula), ACE) 一 1. 
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假设 8C14z|1z| 志 1/2}, 则 对 任意 awE EB， log | o> 所 以 


| du 一 | dx. 
又 由 于 4 声 、 | dv 过 VV， 故 | du 去 上 因此 
inf wz) ST (1) 

为 证 sup io(z) 志 T， 不 妨 设 sup w(z) 达 十 oo， 则 5 天 十 co. 
由 于 零 容 集 不 包含 正 质量 . 而 且 在 刁 上 除 一 零 容 集 外 uCz) 一 『， 
则 | Ws 因此 | wdx = 二 1 ,从 而 sup (2) 宇 1. 1」 

5 [3 :EE 

定理 5 在 定理 4 条 件 下 , 设 w(z) 与 定理 4 中 相同 , 则 集 
局 :一 (zlo(z) 一 co zEB) 为 零 容 集 . 

证 假设 >(B) 之 0, 不 妨 设 及 是 紧 致 的 . 设 (2) 是 己 的 导 
体位 势 , 而 w 是 其 平衡 分 布 ， 则 与 前 面相 同 ， 


| udv =| w du 一 十 oo, 
E 局 


但 由 于 sm 一 log 1/yCB), 则 ns < ~». 矛盾 ,| 

定理 6 设 及 Ce=1,2…) 是 一 包含 于 0(0,1/2) 中 的 Borel 集 
列 记 8= 品 2, 则 

1 < 1 
BE /AE < 2 fe TE 
证 不 妨 设 BE 是 紧 臻 的, 且 y(B) 之 0、)( 及 )>>0. 设 
us) = [log rade), CB) = 1 

是 忆 的 导体 位 势 , 则 对 任意 a€B、zE 8, log Ta 之 0。 故 对 任 
意 zsE 肥 有 
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log 7 一 一 了 (8B) 之 xz) 之 (2z) = |, oe Ti dxu(a). 
所 以 根据 定理 4， VCE)>sup (2z) 实 P(E,)u(B.). 因此 


> 5) > 4B) 一， 


， 从 而 


1 
log 1/y(E) < > log 1/y(B.)” 1 


定理 7 设 妃 和 e 都 是 Borel 集 . 若 yxe) 一 0, 则 
y(BUe)=yE), vy(B\e) = y(B). 
证 不 妨 设 BUe 包含 To De 于 是 
1 < h 二 
log 1/y(B Ue) ~log TE log Te log yr 
故 yCBUe) 过 y(8). 显然 yCBUe) 宇 yCB), 从 而 y(BUe)==y(B). 
类 似 可 证 y(E\e)=y(B) .1 


2， 超 限 直径 


用 ce 表示 组 合 数 . 设 是 =- 平面 上 包含 无 限 个 点 的 有 界 闭 
集 . 对 中 任意 有 限 点 {a)*- 


1 
rzmz) 一 工 ls 一 al， 
i<k 


| (Cx) 
VC= max (zya)， d= Vo 
a€EE 


定理 8 dn 过 4 故 r(B): 一 lim 4 存在 , 称 为 8 的 
超 限 直径 . 
证 设 (zs… ;加 +1) 在 点 SE Gi 二 1,…,n 十 1) 达 最 大 值 
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Pr 则 


m= 了 ls a 


一 | (和 一 名 ) (和 一 名 DPC 6+) 
魏 |(e 一 (er 一 t+) Vs 


类 似 地 可 得 

Pr 和 |1(e 一 ee 一 6+) 1T,, 

Vr |(et CO 6) ce bs 
将 上 面 不 等 式 相 乘 后 即 得 

Wt ty, [pr Te 
由 此 可 得 4nd. 上 

下 面 考虑 形 如 
P(z) = 二 =z 二 oz 十 十 

的 多 项 式 . 若 置 


u(P) = max|P(z)|， mu 一 inf u(P). 
:EB 二 


则 存在 多 项 式 四 (2) :一 > 十 oz- 十 … 十 o 使 得 
NT max|7. (2)| = m. 


(1) 


(2) 


其 证 明 如 下 :根据 定义 ， 存在 多 项 式 P， (2): 一 之 十 区 zz 十 … 十 区 9 


使 得 xCP)>m (Co>co)， 则 在 马上 |PAz)|M Co 一 1 2 


1 是 上 的 个 点 , 那么 
+e 二 二 6 = P(E) C= 1,2,.0n). 


因为 |P.(&) | 和 M, 故 对 每 个 了 (1<j<n) 加 关于 v=1,2,… 


, 设 


有 


界 . 于 是 可 从 (59): 中选 一 子 列 , 仍 记 为 (0,")., 使 得 极限 lim 


59; 二 qj 存在 . 置 7.(z)=z 十 qz 十 … 十 gr， 则 pT) 二 mo 
7T.(z) 称 为 8 的 n 阶 Tchebycheff 多 项 式 . 
定理 9 T(E)=y(E). 
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证 根据 式 ( x )， 


1 1 
log 7 一 mn 记 Se [| (1) 


"i 


设 T.(z): 一 TTc 一 a) 是 已 的 z 阶 Tehebycheff 多 项 式 . 记 


1 1 
=max|7.(2)|、 mr 一 六 mr， 则 
I L =m 
OB Rn “ee 


(2) 


= ma mp os La; 
下 面 按 三 步 证 明 . 
1) 先 证 明 (及 <r。 设 
Ta 1 
-ma 
记忆 ={ z | 2(z) 之 log 1/7.). 则 由 (2) 得 ECD 另 , v(z) 可 表 为 
ua) = J Ep wlD) =1, 
其 中 当 a=ai 时 do(q) 二 1/n (i==1,2,…,), 而 其 余 处 do(o) 一 0， 


因此 , 根据 定理 4， 
1 _i 7 人 
log 一 ifs) VD): = log DY 
所 以 y(D) 过 rn. 又 由 于 BCD., 故 (BE) 委 (DJ 入 
2) 其 次 证 明 ws<d。 取 已 上 na 十 1 个 点 azy…va+1 使 得 


二 1 


1 1 
Cilog 一 一 log 一 一 一 
log 下 匀 | 
(3) 
log ee 
| -i 


如 果 固 定 #4,z2 21,2+1， i 
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Last [ee ] 
kt ie 一 一 一 
1 | 有 一 各 a 和 |z 一 2 
要 1 区 
故 由 (2) 得 > log 一 一 - 下 一 可 冬 "log 元 而 由 (3) 得 
1 nt Dl 
ee 2 log ys， 


故 md. 

由 1)、2) 可 得 X( 杞 入 dr 令 xco 即 得 及 委 r(D)， 

3) 最 后 证 明 +rC8) 志 y(8). 根据 $1 定理 9, 对 任意 5>0, 存 
在 包含 吾 的 开 集 D 使 得 y(D)y(8) 十 6. 取 已 上 2 个 点 az 
及 并 置 4 一 5Czye(e 一 1 人 /VD ， 则 vc(4) 一 1 其 中 0o(4) 表示 
水 的 面积 ， 取 "足够 大 使 得 所 有 的 4G 一 Ti ,n) 都 包含 在 D 中 
定义 上 的 密度 pla) (i=1,…,n) 如 下 : 当 a€4 时 , pla)=1; 


当 a€ED\Mi 时 , plq)=0. 置 p(a) = Sn ， 则 
| do(o) =1, 
其 中 do(a) 是 面积 元 . 因此 
log DT <log 0 =V(D) 


< log fa 0 do(a)do(b) (4) 
= 小 “| log Ta—6] do(b). 
由 于 对 固定 的 a, lo8 中 rn 是 上 调和 的 ,因此 


| log -一 E T1000) 


1 1 1 
og Tal nl Taal 


和 
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1 TS 
故 DT | log 6 fal (5) 
又 由 于 log 十 有 关于 a 是 上 调和 的 , 故 当 i; 隆 j 时 
| log Fal do(Ca) 


1 1 1 
See Tal nl Gal 


而 当 i=j 时 
J ie 区 四 可 do(a) = rezlog 1 十 瑟 二 一 0| log "] . 
所 以 由 (5) 可 得 
1 112 < 1 
log y(B) 十 i< nn | n Zs | 一 甩 | O(log 可 | 
2 ph 1 +ol log, 中 
2 fe 08 Tz —zl Wi 
如 果 选 取 = 使 得 


So 一 Gilog 十 ， 


全 1 一 | 
那么 log jt 二 3< Hog 二 二 0 加 下 。 先 令 noo, 然后 令 
6->0, 即 可 得 +(E) 二 y(8). 1 
注 可 以 证 明 lim "存在 车 将 其 记 为 (8), 则 从 上 面 证 明 
过 程 可 得 +(8)=p(8)==y(E). 
3， Evans 定理 


定理 10 设 妃 是 = 平面 上 的 零 容 有 界 闭 集 ， 则 存在 己 上 的 
总 质量 为 1 的 正 质量 分 布 使 得 当 z 趋 于 中 任 一 点 时 ,函数 
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u(2): -| log 王 一 一 一 本 宝林 dxu(a) 


趋 于 十 cc. 
称 u(z) 为 关于 8 的 Evans 位 势 或 Evans 函数 . 
证 取 互 中 的 2 个 点 { (2) i 


(zi = 这 | 一 各 |， | 


(1) 
= max (zz d= Ve, 
SEE 


则 SAY (n—>00), (2) 
现 另 取 忆 中 的 个 点 (ac 管 


P(z) = 局 la— a AP) 一 maxlP(D|， (3) 
1 一 inf "AP). 
注意 到 对 于 Tehebycheff 多 项 式 , a. 可 以 是 = 平面 上 的 任意 点 . 
容易 证 明 , 存在 多 项 式 7 (2) :一 | |: 一 ot| (a?E 6) 使 得 


m= 4(T)= maxlT" (2)1. (4) 
设 记 4 在 中 的 % 十 1 个 点 a ,… sari 处 取 到 ， 则 
Wr = Va yat) 


= |(qi 一 az)(al — aa) (a ~ arr) NV (qs a1), 
车 置 P(z) 二 (z 一 qz) (z 一 0)…(z 一 0+0， 则 根据 定义 ， 
[ar — qs) ai 一 as)…(a — qt) | max |P(z)| 宇 m*, (5) 
如 果 依 次 用 ai 代替 a 进行 讨论 ， 那么 可 得 另外 2 个 类 似 的 不 等 
式 . 将 这 十 1 个 不 等 式 两 边 分 别 相 乘 即 得 


Ven 之 (mw )°t!, dt V Mm» 


故 由 (2) 得 
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lim Vm: = 0. (6) 
现在 考虑 函数 


1 1 1 < 1 
"(2): = 308 Tr GD] = nl% [a 


j (7) 
= [pe dp), p(B)=1, 


其 中 是 如 上 的 正 质量 分 布 , 满足 条 件 : 在 o=o 处 dw(o) 一 1 
Co 一 1 90; 而 在 其 余 处 du(a) 二 0. 于 是 根据 (4) 


nl) > M: : = Llog cy VzEBE. (8) 
由 (6) 得 limM; 一 co， 故 可 找到 数列 {n.) 吕 ,使 得 M: 之 2 因此 ， 
如 果 令 w(2) 一 去 mw,(a， 则 在 上 w(z) 之 1， 于 是 根据 (7) ,函数 


u(z): 一 cz) (9) 
是 上 的 总 质量 为 1 的 正 质 量 分 布 的 位 势 , 且 由 于 在 R 上 成 立 
着 u.(z) 之 1, 于 是 得 在 马上 x(z) 王 十 co. 最 后 , 由 于 x(z) 是 下 半 
连续 的 , 则 当 z 趋 于 正中 任 一 点 时 x(z) 趋 于 二 co. 【上 
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§ 4 容量 与 扫除 


1. 连续 半 调 和 函数 的 最 大 值 原理 


定理 1 《最 大 值 原理 ) 设 2 是 闭 Riemann 曲面 的 一 个 
区 域 , 边界 为 了, 而 。 是 卫 上 的 一 个 零 容 集 . 设 x(z) 是 D 内 一 个 
连续 的 、 上 有 界 的 下 调和 (对 应 地 ， 下 有 界 的 上 调和 和) 函数， 若 存 
在 数 M, 使 得 当 > 从 刀 内 趋 于 任 一 点 5E Fe 时 im 2u(2)S<M (对 
应 地 ， 自 4u(z) 之 M), 则 在 D 内 u(z)<M (对 应 地 au(z) 之 1 )， 


注 “如 果 将 定理 中 的 上 、 下 调和 分 别 都 改 为 调和 , 那么 对 应 
结论 也 分 别 成 立 . 

证 只 证 下 调和 的 情形 . 

不 妨 设 e 半 多. 假设 sup ulz)>>M, 并 记 M' =sup u《z), 于 是 


存在 D 内 的 点 列 (名 ,使 得 wa)> 村 让 洛 ， 息 im uC) 二 Mr 
又 记 和 ==M' 一 u(a), 则 有 加 ->0 (rn-*oo)。 下 面 将 导出 矛盾 . 

显然 {4) 吕 有 子 列 收敛 菜 点 aE 已 不妨 设 罗 非 F 的 支点 且 
xz (n>00)， 由 条 件 可 得 zaEe. 设 U:={z|1z 一 wm| 生 p<1/2} 
包含 在 % 的 一 参数 邻 域内 将 开 集 {zju(z) 汪 M.,，zED) 之 包含 及 
的 分 支 记 为 D., 其 中 吹 .二 M' 一 2%. 又 将 DD 的 边界 记 为 ,并 置 
让 二 ND. 则 在 大 上 zz) 一 上 由 于 当 co 时 , D, 率 集 于 
zw， 故 不 妨 设 DCU (=1,2…). 记 e=RnP 则 ee 是 。 的 闭 子 
集 , 从 而 是 包含 于 U 中 的 零 容 集 . 

固定 n. 设 "(z) 是 关于 e 的 Evans 位 势 . 置 

w(2) = ul(z) 一 2(z)， 6 二 0. 
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由 于 DCUV, 上 且 在 PD. 内 wz) 之 0, 所 以 在 Tr 上 w<u=M. 又 由 于 
当 z 趋 于 。, 的 任 一 点 时 wz)= 十 oo0, 故 在 帮 上 w<M.. 所 以 , 根 
据 最 大 值 原理 , 在 D. 内 ws 和 Mk 于 是 由 5 的 任意 性 可 得 在 D, 内 
有 4<M.. 矛盾 . | 


推论 设 x(z) 是 D 内 的 有 界 调和 函数 . 如果 当 z 从 D 内 趋 
于 任 一 点 5E Fe 时 lim u(2)=0, 那么 u(z) 寺 0. 


2. 零 容 集 关 于 调和 函数 的 可 去 性 


下 述 全 不 连通 点 集 的 性 质 对 讨论 可 去 集 有 着 积极 的 作用 . 


引 理 1 设 8 是 复 球面 上 的 一 个 全 不 连通 闭 集 . 则 对 任意 一 
点 zxEB,， 对 =z 任 一 足够 小 的 邻 域 4(z), 总 存在 4(z) 内 的 一 条 环 
绕 点 z 的 解析 Jordan 曲线 o 使 得 co 站 B=0. 

证 不 妨 设 4(z) 是 连通 开 集 . 由 于 B 是 全 不 连通 闭 集 , 故 
4(z)NB 是 弧 连 通 的 . 于 是 必 有 一 分 段 解析 的 闭 曲 线 a 环绕 点 z 
且 使 得 aC4(z)\B. 从 < 和 忆 的 闭 紧 性 以 及 有 限 复 盖 定 理 可 知 存 
在 a 的 一 个 邻 域 U(a), 使 得 FCaJC4(z)NB 且 VU(a) 的 边界 由 两 
条 环绕 着 = 点 的 分 段 解析 闭 曲线 fh 和 yy 组成, 其 中 y 包 含 在 8 所 
围 的 区 域 c 内 . 根据 Riemann 映照 定理 , 可 将 5 一 对 一 共 形 映 上 
单位 圆 片 4. 设 映照 函数 为 w=f(z). 则 存在 一 正 数 5<1 使 得 圆 
片 {w| |w| 过 6) 包含 曲线 f(y) 则 圆周 {wi lz 一 的 逆 象 " 必 是 
U(a) 内 的 一 条 解析 Jordan 曲线 , 它 满足 命题 中 所 需 条 件 . 1 

注 “由 证 明 可 知 : 对 任意 5 E (6,1), 圆周 {w|lw|= ) 的 
逆 象 。 必 是 满足 命题 中 条 件 的 解析 Jordan 曲线 . 于 是 若 取 其 中 
任 两 条 , 则 它们 所 界 的 闭环 域 与 不 交 . 

定理 2 设 B 是 2 平面 上 的 零 容量 有 界 闭 集 , 而 UV 是 五 的 一 
邻 域 . 若 ulz) 是 UNE 上 的 有 界 调和 (或 正则 ) 函 数 , 则 wz) 在 8 


入 Ricmann 曲面 及 其 上 的 位 势 理论 


上 是 调和 的 (或 正则 的 ). 

证 根据 引 理 1, 可 取 忆 的 一 开 邻 域 了 使 其 每 个 分 支 的 边界 
都 为 一 Jordan 曲线 , 旦 FCV. 对 U\E5 上 的 有 界 调和 函数 u(z)， 
设 "(z) 是 以 u(z) 为 边 值 的 关于 VY 的 Dirichlet 问题 的 解 . 那么 函 
数 w(z); 一 u(z) 一 ez) 在 YNB 上 为 有 界 调和 , 且 在 W 上 w=0. 
根据 定理 1 的 推论 , 有 w 夺 0, 即 在 VV 上 wv. 所 以 x(z) 在 B 上 
是 调和 的 .1 

引 理 2 设 u(z) 是 平面 区 域 D 内 的 下 调和 函数 . 车 在 点 a€D 
处 zx(o) 盖 一 co, 则 wlq)= adm, ul(z). 

证 根据 4 四 存在 正 数 o, 使 得 对 任意 rE (0,p) 

u(a) 过 区 上 ula 十 re”)d90 过 ou, ula 十 re”). 
于 是 ua)<Slim sup, "Co 十 re < dn, u(z). 再 根据 ulz) 的 上 半 
连续 性 即 得 结论 . | 

定理 3 设 B 是 z 平 面 上 的 零 容 有 界 闭 集 , 而 U 是 8 的 一 个 
邻 域 . 设 u(z) 是 U\E 内 的 上 有 界 的 下 调和 函数 ,如 果 对 于 任 一 
点 aE 刀 定义 xd) 一 lim u(z)(zEU\NE), 那么 ulz) 是 UV 内 的 下 调 
和 函数 , 且 这 样 的 延 拓 是 唯一 的 . 

证 从 ula) 在 点 a€E 的 定义 即 知 wba) 在 UV 内 是 上 半 连 续 
的 . 设 D 是 U 内 的 Jordan 区 域 , 其 边界 全 由 有 限 条 Jordan 曲线 
组 成 . 又 设 H(z) 是 D 内 的 调和 函数 , 且 在 5 是 连续 的 , 而 在 
上 ww<H. 根据 定义 , 要 证 明 本 定理 内需 证 明 下 式 成 立 

u(z) H(z), VYzED. (1) 
不 妨 设 :二 DNE 关 GZ， 则 及 是 有 界 零 容 闭 集 . 根据 Evans 定 
理 ,在 EB 上 存在 一 总 质量 为 1 的 失业 和 du 使 得 函数 


hz) : =], log [一 可 du(a) 


| 


Le | 
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当 z 趋 于 B&B 的 任意 一 点 时 趋 于 十 oo. 通过 适当 的 线性 变换 可 设 U 
包含 于 开 圆 盘 0(0,1/2) 内 . 则 在 0 内 v0. 
对 (足够 大 的 ) 常 数 > 之 0,， 等 位 线 了 :二 { z | v(z)==r} 由 有 限 
条 Jordan 曲线 组 成 , 且 当 r->co 时 这 些 曲 线 聚 集 于 Bi. 设 D, 是 以 
IUT 为 边界 的 区 域 , 而 H,(z) 是 D, 内 满足 下 面条 件 的 调和 函数 : 
1) H, 在 马上 连续 ;，2) 在 Tr 上 H,=H、 在 IT 上 uh 
由 于 v(z) 是 UNE 内 的 下 调和 函数 , 故 
uz2) Hz), VzED, (2) 
设 在 U\E 内 wz) 过 K， 则 可 设 在 I 上 H,<K. 对 任意 e>0， 
取 > 之 0 足够 大 , 使 得 在 fT 上 KS<H(Cz) 十 ev《z). 由 于 v>0, 故 在 
TUT, 上 H,(z)<HCz)+ev(z), 从 而 uCz)SH,(z)<H(z)+ev(z) 
在 D 内 成 立 . 由 * 的 任意 性 即 得 
u(2) H(z), YzE ODNB. (3) 
又 由 于 在 任 一 点 oE 已 ， 
ula) 一 in, u(z) 过 dim, H(z) = H(a). 
于 是 式 (1) 得 证 ， 从 而 在 U 内 是 下 调和 的 . 
现在 证 明 唯一 性 . 设 w(z) 是 u(z) 在 VU 内 的 另 一 下 调和 延 拓 ， 
则 在 UNE 内 wz) 二 uCz). 于 是 根据 引 理 2, 对 任意 a€ 8 
ui(a) lim wu(z) 一 lm, uz) =u(a) | 
定理 2、3 中 所 述 零 容 闭 集 的 性 质 称 为 关于 调和 或 半 调 和 函数 
的 可 去 性 (参看 第 五 章 8 1). 


3. 正 容量 集 


设 B 是 复 # 球 面 K 上 不 包含 点 :一 co 的 一 个 紧 致 子 集 ， 其 余 
集 K\E 由 最 多 可 数 个 分 支 p>、D'、D:、… 组 成 , 其 中 De 是 包含 点 
z 一 co 的 分 支 ， De 的 边界 称 为 的 外 边界 , 记 为 T". 显然 7" 的 


余 集 kN 可 表 为 最 多 可 数 个 连通 区 域 之 并 DeU( 局 4 、 
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定理 4 设 卫 是 复 = 球面 K 上 不 包含 点 *=co 的 正 容 量 紧 致 
子 集 , 而 B* 是 其 支 集 . 分 别 用 4 和 zx(z) 表 示 瑟 的 平衡 分 布 和 导 
体位 势 . 则 

(iD pg- 质 量 集中 在 的 外 边界 7" 上 , 上 且 yC1*\8*)==0. 故 

y(E) = y(B*) = y(T"). 

(iD 在 4 内 u(z)=V, 其 中 V=log[1/y(B)] 

证 由 于 u(z) 在 D; 内 是 调和 的 , 且 在 其 边界 上 除 一 零 容 集 
外 wu(z)=V 处 处 成 立 . 根据 定理 1 的 推论 , 在 D; 内 有 uz)==V. 
根据 $3 定理 3, 在 B 的 内 部 w=V, 故 在 4, 内 除 一 零 容 集 外 处 处 
成 立 . 根据 §2 定理 3, x(4.) 二 0. 因此 w(z) 是 调和 的 , 且 在 4 内 
u(z) 二 V， 由 于 pr- 质 量 集 中 在 且 的 外 边界 T" 上 , 故 8*CT*. 

下 面 证 y(P" NB ) 一 0, 记忆 一 (CT NB )， 并 假设 (ED 二 0， 
则 B 包含 一 正 容 闭 集 F. 由 于 与 B* 的 距离 为 正 的 , 故 在 "上 
u<V. 但 y(7)>>0, 则 存在 点 EF 使 得 u(zo) 二 V. 故 得 矛盾 . 于 
是 yrT"\E*)=0. 根据 8 3 定理 ?7， 

)(B) 一 (BE ) 一 DC 1 


定理 5 设 刀 是 复 = 球面 K 上 不 包含 点 > 一 的 正 容量 紧 致 
子 集 , 则 其 平衡 分 布 x 是 唯一 的 . 
证 假设 有 两 个 平衡 分 布 nw， 置 


0) = og Taal mC0), pCB) = 1 (i= 1,2), 


1 
la—al 


u(2) = Wu(z) 一 ulz) 一 [me [z J 31 du(a)， p= 4 pa 


则 u(z) 是 Ds 内 的 有 界 调和 函数 . 又 在 D 的 边界 T" 上 除 一 零 
容 集 外 uw 二 ws=V 处 处 成 立 , 所 以 在 De 内 4 二 0. 又 因为 在 4 内 
w=w 二 V 且 w=0, 所 以 在 4, 内 除 一 零 容 集 外 4==0 处 处 成 立 , 从 
而 在 整个 球面 是 几乎 处 处 成 立 的 . 据 $2 定 理 3, 4 一 | 
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4. 容量 与 Green 函数 存在 之 关系 


定理 6 设 刀 是 = 平面 上 具有 正 容量 的 有 界 闭 集 ， 记 其 外 边 
界 为 T". 则 7" 含有 无 限 多 个 关于 D- 的 Dirichlet 问题 的 正则 
点 , 而 T" 上 的 非 正 则 点 4 是 一 零 容 集 . 

注 下 面 定理 12 将 证 明 4 是 一 F, 型 集 . 

证 由 于 yCT'*)=y(8)>>0, 则 了 含有 无 限 多 个 使 va) 一 
的 点 a. 下 面 证 明 这 样 的 点 4 是 关于 D 的 Dirichlet 问题 的 正则 
点 . 事实 上 , 因为 Cz) 在 点 4 连续 , 所 以 im 一 x(2)) 一 0 由 于 
V 一 uCz) 之 0 在 U(a) UD 内 是 调和 的 , 其 中 UCa) 是 点 a 的 某 邻 
域 , 故 根据 第 三 章 8 3 定理 14, 点 存在 又 从 而 点 “是 关于 De 
的 Dirichlet 问题 的 正则 点 . 又 因为 (a) =V 在 T" 上 除 一 零 容 集 
外 处 处 成 立 , 所 以 有 上 的 非 正则 点 4 是 一 零 容 集 上 


定理 7 设 D 是 闭 Riemann 曲面 F 的 一 区 域 , 而 是 其 边界 
有 内 y( 丰 >0. 设 bET, 则 名 是 关于 了 的 Dirichlet 问题 的 正则 点 
当 且 仅 当 名 存在 又. 

因此 正则 性 是 一 局 部 性 质 . 

证 “充分 性 见 第 三 章 8 3 定理 11. 

必要 性 . 设 ET 是 关于 区 域 D 的 Dirichlet 问题 的 正则 点 . 
记 用 =TNOC6osp). 定义 函数 (6) 如 下 : 

在 T, 上 f(6) = 二 16 一 bj/p、 在 MT, 上 f(6)=1. 

则 f(6) 在 上 连续 .由 于 y(T) 之 0, 故 卫 含有 无 限 多 个 关于 D 
的 Dirichlet 问题 的 正则 点 . 于 是 可 取 正 数 p 足够 小 使 得 TT, 至 
少 含有 一 正则 点 . 现在 以 (6) 为 边 值 对 区 域 D 解 Dirichlet 问题 ， 
若 记 u(z) 是 其 解 , 则 在 I 的 正则 点 处 wz) 二 1， 从 而 x(z) 天 0， 
故 在 D 内 x(z) 之 0. 由 于 名 是 正则 点 ， 故 limu(z) 二 0. 因此 若 在 第 


三 章 8 3 定理 14 取 w(z) 一 x(z) 即 可 知 如 存在 和 1 


。150 。 Riemann 曲面 及 其 上 的 位 势 理论 


定理 8 设 D 是 闭 Riemann 曲面 R 上 的 一 个 子 区 域 , 其 边界 
为 T, 则 D 上 存在 Green 函数 当 上 且 仅 当 丁 的 容量 CT? 之 0. 
证 假设 D 上 存在 Green 函数 g(z,zo), 而 y(T) 二 0. 不 妨 设 
zw 非 了 的 支点 .由 于 9(z,z) 在 的 邻 域内 有 界 , 故 在 卫 调 和， 
从 而 除去 za 外 "(z,z) 在 上 是 调和 的 , 上 且 函数 
wo(z) : = g(z,20) 一 log Taal 
在 am 处 调和 . 但 据 第 三 章 $ 4 定理 5, 这 样 的 函数 9(z,zo) 是 不 存 
在 的 . 为 此 , 若 D 上 存在 Green 函数 , 则 (CI)7 盖 0， 
设 mE€D, 记 4; 二 0Czo,p) 是 包含 在 a 之 参数 邻 域 中 的 单 叶 
闭 圆 盘 , C 为 其 圆周 边界 . 现 关于 DN4 解 Dirichlet 问题 , 设 边界 函 
数 在 C 上 取 值 0, 在 上 取 值 1, 而 wz) 是 其 解 . 由 于 y( 耻 二 0， 
故 卫 包含 正则 点 6o, 同时 有 w(6o) 二 1 所 以 ulz) 半 0, 故 
0<uz)<1, VzEDA. 
设 DCDC…CD.>D 是 D 的 一 个 穷尽 ， 其 中 p==4, 而 且 
D, 的 边界 只 由 有 限 条 解析 Jordan 曲线 组 成 . 设 w(z,z) 是 D, 的 
Green 函数 , 则 


| 本 一 w 刘 由 十 | 要 一 "到 ds 一 0， 


其 中 wv 是 关于 DAN4 的 内 法 向 . 
由 于 在 有 上 g%=0, 且 在 C 上 w=0, 则 有 


J ds 一 本 红 d<<| 要 ds = 2n. 
所 以 , 若 记 g=g(z,20) 二 limg.(z,zo), 则 
| yds <2n. 
因此 g 关 oo, 于 是 D 上 的 Green 函数 存在 . 
定理 9 设 D 是 闭 Riemann 曲面 F 的 一 子 区 域 , 而 了 是 其 边 
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界 且 y(CD>>0. 记 9(z,z) 为 区 域 了 的 Green 函数 . 又 设 6ET, 则 
名 是 关于 D 的 Dirichlet 问题 的 正则 点 当 且 仅 当 
ly(zvzo) 一 0,zE 了 


证 若 6ez 是 关于 了 的 Dirichlet 问题 的 正则 点 , 则 存在 
侄 . 根据 第 三 章 8 4 定理 3， lim g(z,20) =0. 


反之 ， 车 lim 9g(z,zo) 一 0， 出 由于 在 所 的 某 邻 域内 9(z,z) 盖 0 
且 为 调和 的 ， 根据 第 三 章 §3 定理 14, 6 是 正则 点 . 上 


定理 10 设 B 是 z 平 面 上 具有 正 容量 的 有 界 闭 集 . 若 将 区 
域 D 以 z=o0 为 极 的 Green 函数 记 为 g(z,co). 则 
g(2,00) = V — uz), 
其 中 v==log1/y(8), 而 wu(z) 是 8 的 导体 位 势 . 
证 设 {D,)%o 是 De 的 一 穷尽 ,其 中 z 一 co 包含 于 每 个 以 之 
中 , 上 且 六 的 边界 到 由 有 限 条 解析 Jordan 曲线 组 成 ， 记 g,(z,oo) 
是 以 :一 co 为 极 区 域 的 Green 函数 ， 则 limg'(z,ee) 一 9(zvco)， 
由 于 V 一 u(z) 一 g.(z,o0) 在 区 域 D, 内 是 调和 的 ,而 在 区 域 2 
内 V 一 u(z) 之 0; 又 在 TI 上 yg.(z,o0)==0, 故 根据 最 大 值 原理 , 在 
区 域 .内 V 一 wu(z) 之 g.(z,oo0), 则 
7 一 xz) 过 9(zyoco)， VzE Do. 
设 “ 是 六 的 边界 1" 上 使 得 ua)=V 的 点 , 则 w(z) 在 点 a 
处 连续 ， 从 而 lim[LY 一 xz2)] 一 0， 故 limg(z,co) 一 0 于 是 
7 一 ax(z) — g(z,00) 
是 D., 内 的 有 界 调和 函数 , 它 在 T" 上 除 一 零 容 集 外 处 处 为 0. 所 
以 V—u(z) Cn 即 得 g(z,00) 二 V 一 uz). 人 


设 u(z) -| 108 Ti Be 可 dx(a), p(E) 二 1, 则 
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g(z,co) =V — uz) 一 loglz| +V me 二 
%(00) = lim[g(z,00) 一 loglz|] =Y, 
其 中 o(co) 是 De 在 z 一 co 处 的 Robin 常数 . 于 是 有 
推论 设 E 是 x- 平面 上 具有 正 容量 的 有 界 闭 集 , 则 
a(co) =V = log1/y(B). 
其 中 o(co) 是 De 在 > 一 co 处 的 Robin 常数 . 


定理 11 设 刀 是 = 平面 上 具有 正 容量 的 有 界 闭 集 , 而 x(z) 
是 的 导体 位 势 . 设 ao 是 B 的 外 边界 T" 上 的 一 点 , 则 ao 是 关 
于 Du 的 Dirichlet 问题 的 正则 点 当 且 仅 当 


ulqo) =V = 


du(a), 


1 
log yE): 

于 是 7" 上 的 非 正 则 点 组 成 一 零 容 f, 型 集 . 

证 车 ulao)=V，, 根据 定理 9、10, ao 是 一 正则 点 . 反之 , 若 
a 是 一 正则 点 , 要 证 (ao) 一 r， 事 实 上 , 由 oo 是 一 正则 点 可 得 


limg(z,0°) = 基尼 一 xz)] 一 0，VzED (1) 
设 坟 是 点 m 的 某 邻 域 由 于 wo) 是 上 调和 的 ， 则 
而 ee dzdy < ulz0). (2) 


又 因为 w=V 在 D 的 余 集 上 除 一 零 容 集 外 处 处 成 立 , 所 以 由 式 
(1)、(2) 可 得 V<uCzo). 但 显然 (zo)V，, 故 uw) 二 V7. 

因此 , T" 上 的 非 正则 点 即 为 使 得 (a)<V 的 那些 点 a. 故 由 
u(z) 的 下 半 连 续 性 可 知 7" 上 的 非 正 则 点 是 一 零 容 7 型 集 ，1 


5. 映照 半径 


定理 12 设 忆 是 复 = 平面 $S 上 的 有 界 连续 统 . 记 De 是 SNB 
的 包含 co 的 分 支 . 若 w=w(z) 是 将 De 一 对 一 共 形 映 上 w- 平 面 
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区 域 {w| lz|>R8}， 且 使 得 
20(2) 一 z 十 十 到 十 …, 在 z 二 00， 


则 R=y(E). 
R 称 为 B 的 映照 半径 、 
证 设 x(z) 是 的 导体 位 势 , 置 


1 1 
A A dy 
则 sz) 在 D. 内 有 界 调和 , 且 在 D 的 边界 F" 上 一 一 log 天 


于 是 v(z) 志 const. =V log 二 但 w(co) 一 0, 故 const. =0. 所 以 
7 一 log 到 , 即 R=y(E). | 
推论 1 设 4 是 闭 圆 盘 000, 有 ,而 C 为 其 边界 圆周 ， 则 
y(4) = y(0) =R. 


设 B 是 一 正 容 集 , 而 PE B. 若 对 于 7 的 任意 邻 域 U,END 
都 是 正 容 集 , 则 称 7 是 的 正 容 点 ， 从 推论 1 可 知 正 容 集 有 无 限 
个 正 容 点 , 且 全 体 正 容 点 之 集 是 己 密 的 , 从 而 是 不 可 数 的 . 

推论 2 设 a 是 圆周 (z||z|==R) 的 一 弧 段 , 若 其 对 应 的 圆心 
角 为 96, 则 


y(a) = R sin 0/4. 
推论 3 设 ,7 是 一 长 为 工 的 直线 段 , 则 y(J)==L/4. 
证 不 妨 设 ]={z=z 十 y| 一 L/2<r<L/2, y 二 0}. 映照 :一 
LG 十 1/5)14 将 J 的 外 部 映 上 {v11z| 之 1}. 车 设 w= 二/4, 则 映 
照 z=w 十 2/(16w) 将 J 的 外 部 映 上 {wl|lw| 二 /4}, 且 


wz) 二 z 十 wm 十 时 十 …, 在 z 一 oo. 
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故 7 一 Z/4. 1 


推论 4 设 B 是 z- 轴 上 的 有 界 闭 集 , 其 线性 测度 为 LK， 则 
y(E) 之 L/4. 
证 设 8C[a,b], ==B 门 [a,zj. 若 记 工 (z) 为 8 的 线性 测 
度 , 则 映照 !=L(z) 将 上 映 上 1 轴 上 的 线段 7:={t | 0<i<L}. 
在 J 上 取 * 个 点 0=41<t 过 … 过 4h=L, 并 设 t=L(z), .EB 则 
有 lt 一 4| 志 |z 一 a|. 所 以 , 对 比 超 限 直径 即 得 
L/4=y(I)<yE). | 


推论 5 设 B 是 x- 平面 上 一 连续 统 . 若 65(8) 是 其 直径 , 则 
)(B) 之 6(8)/4. 

证 通过 适当 选择 坐标 轴 , 可 设 刀 可 以 被 投影 到 >- 轴 上 的 长 
为 6(B) 的 闭 线段 [a,5], 5 一 a==6(E). 

现在 取 ”个 点 ao 一 zi<rz<<…<zr 一 0 并 通过 每 个 z; 作 一 条 与 
y- 轴 平行 的 直线 . 由 于 5 是 一 连续 统 , 故 该 直线 与 8 至 少 相 交 于 
一 点 二 则 14 一 | 宇 |z 一 a|. 所 以 , 根据 推论 3 并 对 比 超 限 直径 
即 得 y(8) 之 6(8)/4. 1 


由 推论 5 可 知 ,任何 平面 连续 统 都 具有 正 容量 . 又 , 类似 可 
证 ， . 

推论 6 设 B 是 z=z 二 iy- 平 面 上 的 有 界 闭 集 又 设 B” 是正 
z- 轴 上 使 得 {z|1z|==7} 败 8 天 2 的 数 > 所 成 之 集 . 若 工 是 EB 线 
性 测度 , 则 

y(B) > (B®) > LL/4, 
等 号 当 上 且 仅 当 B 是 射线 {zlargz 二 const. } 上 长 为 工 的 线段 时 成 立 . 
注 由 推论 6 可 得 : 若 >(B) 一 0, 则 5=0. 但 是 其 逆 不 真 ， 

因为 存在 正 容量 的 线性 零 测 集 ( 参 看 第 七 章 §5 定理 3)， 另 外 还 


。 可 推出 著名 的 Koebe “1/4- 圆 定理 的 推广 , 现 陈述 如 下 . 
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定理 13 ” 设 开 单位 圆 盘 0: 一人 z| | 内 给 定 一 正则 函数 
w= f(z) 一 2 十 az 十 … 
其 值 域 记 为 方 :=f(D). 若 设 已 是 由 满足 条 件 {w|lw|=r}CpDp; 的 
非 负数 7 全 体 所 组 成 , 则 
0 之 1/4. 

等 号 当 上 且 仅 当 w=f。(z) 二 C7 于 sy 时 成 立 . 此 时 w=fo(z) 将 
单位 圆 V 共 形 映 上 除去 射线 := (to | w=pe*,1/4<p<o0} 外 
的 w- 整 个 平面 . 

因此 , 如 果 f(z) 隆 f(z), 那么 存在 ?之 1/4 使 得 D; 将 整个 贺 
周 {wl lw|=7} 包 含 于 其 内 . 


6. 单位 圆周 上 容量 为 1 的 真子 集 


在 单位 圆周 上 取 两 子 集 如 下 : 
EB' := {z=e"||0— | < 2/% (mod 2m)》， (1) 
bE': 一 (z 一 eolng 一 b| < 2/4 (mod 2n))}. (2) 


众所周知 ,半径 为 1 而 长 度 为 4/4 的 闭 弧 的 容量 是 sin 1/%; 有 限 
he 与 闭 弧 的 容量 相等 . 如 果 设 wz) 是 Bi' 的 平衡 位 势 ， 


那么 二 ul(z) 是 E' 的 平衡 位 势 ， 由 此 可 得 
y(B ) = VE = Van 17X e240 [a 人 
现在 取 一 数列 {入 ) 吕 ,使 得 
加 一 0 
如 果 在 式 (2) 中 用 入 代替 ^ 所 得 的 集 E 的 长 度 为 4/ 入, 那么 根据 
式 (3), Ev 的 容量 (及 ' ) 一 1 (n->oo). 于 是 , 若 同时 要 求 条 件 
A XSL<2n Cx) 
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成 立 , 则 集合 :二 UBv 的 长 度 <L。 但 由 于 yB' ) 之 y(BY ) 一 1 
Qu->oo)， 故 VC 如 ) 一 1. 这 样 的 数列 是 存在 的 ,例如 ,对 任意 自然 
数 m， 取 和 一 -Twom， 则 

< 王 < 把 
不 难 验证 对 任意 自然 数 mn 式 3) 成立 , 由 此 可 见 ， 单 位 圆周 上 存 
在 容量 为 1 但 测度 可 任意 小 的 的 真子 集 


7， 扫除 


设 D 是 以 为 边界 的 = 平面 的 有 界 域 . 用 一 区 域 列 穷尽 之 ， 
DiCD:C…CD,>D, 其 中 D. 的 边界 惟 由 有 限 条 解析 Jordan 曲线 
组 成 . 又 设 g(z,z) (wnED.) 是 DD 的 以 为 极 的 Green 函数 , 则 
gr(zyzo0) = lo a 去 |， Log Ta cal 2 qa, (1) 


其 中 必 是 点 4 CO I 次 由 法 各， 由 于 g(z,z) 一 % (zz2)， 则 


gu(zyz0) 一 log FE 一 一 a log 过 1 站 (2) 
因此 , 若 置 
do) 一 下 时 于 |da| 之 1 之 (3) 


则 ,de) 一 1, 目 对 任意 <ED 
m0) = lo8 Tal — | a DY 0 


根据 测度 理论 ，{ 心 》 有 子 列 必 ” 浑 收敛 于 一 测度 co， 记 为 
Hp MG 一 co)， 


即 对 于 任 一 关于 wm 为 正则 的 集 马 (也 就 是 满足 条 件 ,C98) 二 0 
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之 集 )， 
WDE) > p(B) (jo00). 
于 是 有 
定理 14 设 9(z,z) 是 区 域 D 的 Green 函数 , 则 


1 1 
g(z,20) = log [Eee Jio8 Ee ald Co)» zzo GE 了， 


| au = 1. 
称 ,为 zo 处 单位 质量 的 扫除 


注 “一 般 情形 ，{ 心 } 的 浑 收敛 子 列 的 选取 与 ma 有关, 但 下 面 
将 证 明 : 在 目前 的 情形 下 可 选取 与 xE D 无 关 的 浑 收敛 子 列 , 
设 (za} 吧 ,是 D 中 全 体 有 理 数 所 成 之 列 . 利用 Cantor 对 角 线 
法 , 对 应 式 (3) 可 选取 子 列 Co 一 wm (7 一 co), 使 其 对 每 个 自然 数 
上 都 成 立 . 设 ET. 记 
VU=0(p) (p>0). Tp =TNV Tp = 7 NV, 
+») = | a = 去 | leal. (5) 


那么 w(z) (n==1,2,…) 是 D. 内 的 调和 函数 且 在 D 内 的 任 一 紧 子 
集 上 是 一 致 有 界 的 ,从 而 是 一 正规 族 . 又 由 于 limwwn (有) (k=1,2, 


…) 存在 , 故 对 任意 zED， 


0 = im ao 一 加 | ak = dle) (©) 
FP et 这 DP Np) 


存在 且 其 收敛 在 D 上 是 广义 一 致 的 ,从 而 va) 是 mED 的 调和 
函数 ， 因 此 对 任意 5E Do (j->oo)， 如 果 对 任意 O>0， 


| sseey 是 aa 的 调和 函数 , 那么 说 dk 是 ”的 调和 函数 


*，158 。 加 Riemann 曲面 及 其 上 的 位 势 理论 
8. 扫除 的 唯一 性 
由 于 g(z,zo) 一 9(z,z), 则 对 任意 zzoEDD 
1 1 
Ga = lo8 Ta J ee 十 a) (0D 


设 吕 是 万 的 余 集 , 则 对 固定 *E 92, lw 二 一 a1 是 变量 mED 的 调 
和 函数 .因此 
1 1 1 ea,20) 
log Iz—zol 2 je lz 一 al| . ldal. 
由 此 可 得 对 任意 zED、zE8 
1 1 
lo8 a] = | ou (2) 


于 是 , 如 果 对 式 (1) 补 充 定义 : gCz,z0) 二 0, 当 wwED 且 zE9 
时 , 那么 g(z,z0) 可 被 表示 如 下 式 


ya) = lo8 at — Jog La dl) | oo, 
zwED;zED 或 2€ 0. 


定理 15 ,是 唯一 的 ， 
证 假设 有 两 个 h' 、4" 使 得 当 本 或 2zE9 时 


9(z,20) 一 log 过 pa ji FE 可 du (a) 


1 1 
= 08 Tz —a] [i 0% 
置 p=p 一 如 "， 则 对 任意 zxED 或 zxES 
1 到 
| dd 一 0，a6 (4) 


由 于 y(z,z) 一 0 在 上 除 一 零 容 集 外 成 立 , 则 C4) 在 = 平面 
， 上 几乎 处 处 成 立 . 所 以 根据 $ 2 定理 3, ps 二 0, 即 4 一 上 


第 五 章 


曲面 上 的 函数 族 


§ 1 Riemann 曲面 上 的 函数 论 零 集 


1 函数 类 及 其 相关 的 记号 


考虑 灸 边 Riemann 曲面 RUa， 其 中 a 为 边界 . 记 
CCRUa) :={flf 是 RUa 上 单 值 连续 函数 }; 
M(RUa) :二 {flf 在 R 内 为 单 值 半 纯 且 连 续 到 边界 a} 
HP(RUa):=={fIfECCRUa), 了 在 RR 内 为 正 调和 }; 
HB(RUQ) :二 {ffEC(RUa), 了 在 R 内 为 有 界 调和 ); 
HDCRUa):=={f1fEC(RUa), ff 在 R 内 为 调和 且 Dirichlet 
积分 有 限 }; 
HBDCRUa):={flfECCRUa), 了 在 R 内 为 有 界 调和 且 
Dirichlet 积分 有 限 }; 
AB(RUa) :二 {ffEC(RUa), 了 在 R 内 为 有 界 解析 }; 
ADCRUa) :二 {ffEC(RUa) ,于 在 R 内 为 解析 且 Dirichlet 积 
分 有 限 }; 
ABD(RUaq): 二 {f1fEC(RUa), 了 在 R 内 为 有 界 解 析 且 
Dirichlet 积分 有 限 ); 
SB(CRUo) :二 {ffEC(RUa), 了 在 已 内 为 单 叶 有 界 解析 }; 
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SD(CRUa:={flfECCRUa),， ff 在 有 内 为 单 叶 解 析 且 
Dirichlet 积分 有 限 } ; 
MD" (RUa):={flf 在 有 内 为 单 值 半 纯 、 球 面 面 各 有限 且 连 
续 到 边界 a }， 
其 中 了 的 球面 面积 为 


D:[f]: = 人 py dzrdy. 

此 处 统一 说 明 : 今后 凡 考虑 非 紧 灸 边 Riemann 曲面 RUa 都 
包括 边界 a 为 退化 ( 即 = 多 ) 的 情形 , 此 时 将 其 看 作 通 常 的 开 
Riemann 曲面 并 仍 用 记号 R. 另外 ,采用 术语 “ XxX- 函数 ”以 表示 上 述 
各 类 函数 的 统一 称谓 ， 而且, 如果 开 Riemann 曲面 R 不 存在 非常 
数 蕊 函数 , 那么 记 之 为 RE Ox. 这 是 Riemann 曲面 分 类 记号 . 

下 文 还 采用 Riemann 曲面 相对 子 区 域 的 分 类 记号 . 设 吕 是 R 
的 一 个 好 子 域 , 了 是 其 相对 边界 . 若 在 9UT 上 不 存在 非常 数 的 
实 部 在 上 取 值 为 0 的 X- 函 数 , 那么 记 之 为 2E SOx. 


2. 与 连续 统 、 全 不 连通 集 相关 的 两 个 引 理 


设 ， 是 复 平 面 上 的 一 个 无 处 稠密 点 集 . 对 于 ” 中 之 点 z, 若 存 
在 一 正 数 w, 使 对 任意 正 数 *<a, 0(z,e)\y 是 非 连通 的 , 则 称 = 
为 了 的 C- 类 点 . 

引 理 1 设 y 是 复 平面 上 的 一 个 无 处 稠密 连续 统 . 那么 y 的 
C- 类 点 全 体 在 ” 中 是 处 处 稠密 的 . 

证 否则 , 设 存 在 一 点 mE€y 和 数 6>0 使 得 m: 王 0(z,0) 门 7 
上 的 点 都 为 非 C- 类 点 . 不 妨 设 ys 关 B. 对 任意 正 数 5 E (0,6)， 
显然 圆周 {z| 1z 一 | 二 0 } 必 与 ?相交 , 否则 y 非 连通 . 由 于 ”是 
无 处 稠密 的 , 故 有 boE (0,6/2) 使 得 圆周 :一 { z | 1z 一 2 一 0) 上 
必 有 非 y 的 点 . 显然 vNy 是 非 空 开 集 , 故 可 任 取 一 开 弧 ooCo\y. 
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记 oo 的 直径 为 4， 并 记 几 一 二 minCd,6o)， 


于 是 , 对 任意 xz Eo 由 yCy, 由 于 z 为 非 C- 类 点 , 故 存在 正 
数 *:=e(z )E (C0,do) 使 0(z ,se)Ny 是 非 空 连通 开 集 . 注意 到 这 些 
圆 盘 0(z ,se) 组 成 oy 的 一 个 开 覆盖 族 , 由 oy 的 紧 致 性 可 知 
必 有 有 限 个 圆 盘 (0C,6)}, 米 盖 oy 记 0 一 局 0Coe), 其 中 
每 个 0(z,a)\y 是 非 空 连通 开 集 . 设 6 由 个 分 支 G,,…,G, 组 成 
(nm)， 由 sd 的 取 法 可 知 每 个 6; 都 不 覆盖 弧 wm 的 正中 半 段 子 
弧 段 o. 为 方便 , 不 妨 设 mi 的 中 点 为 ma 十 6o 这 样 一 来 , 若 将 弧 
段 oNG; 的 两 个 端点 记 为 Zils 一 2 十 boew 和 zpz: 一 2 十 boe% ， 则 必 
有 0<w<P<2r ,上 且 zzzpEy. 置 03 二 (GAM)U (zj,z2}， 显然 
GNyCOr COW)，, 故 由 CNy 连通 可 知 0} 仍然 是 非 空 连通 , 而 
且 是 弧 连 通 的. 于 是 可 以 在 G; 内 作 一 条 连接 zh 和 zs 的 弧 段 ， 
记 为 o/ . 现在 将 o 中 的 弧 z 丰 G 用 弧 oj 替代 , 将 所 得 的 曲线 记 为 
01, 显然 w C{ z | 5o/2 过 |z 一 ;| 过 360/2), 故 w 是 环绕 点 za 的 
闭 曲 线 . 由 作法 可 知 % 站 二 多, 这 与 y 是 连通 的 相 韦 盾 .上 


设 有 是 复 -球面 K 的 覆盖 面 , 对 K 上 的 区 域 G6, R 的 覆盖 
在 G 上 的 任 一 非 空 连通 子 集 都 称 为 R 的 覆盖 在 G 上 的 半岛 ; 投影 
在 G 上 非 稠密 的 半岛 称 为 缺口 半岛 ; (相对 ) 紧 致 的 半岛 称 为 岛 


引 理 2 设 Riemann 曲面 R 是 复 = 球面 K 的 覆盖 面 ， 而 了 
是 R 上 的 全 不 连通 紧 致 集 . 将 在 K 球 上 的 投影 记 为 对 任 一 
点 zEe, 将 已 覆盖 在 z 上 的 所 有 点 记 为 (p:}t-'， 于 是 存在 z 的 一 
个 单 连 通 开 邻 域 0(z), 使 其 边界 o 为 解析 Jordan 曲线 且 满 足 : 

(iD ofe=2 ; 

CiD 有 的 覆盖 在 U(z) 上 的 包含 点 za 的 半岛 4 必 是 相对 边界 
紧 致 的 单 连 岛 , 上 且 其 相对 边界 不 与 互相 交 ， 

Giii) 如 果 (i) 中 的 p 不 是 的 支点 , 那么 4 是 R 的 单 叶 岛 ， 
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即 U(z) 的 每 一 点 正好 都 被 4 覆盖 一 次 . 


证 由 于 是 紧 致 集 , 则 必 位 于 RR 的 有 限 叶 中 , 从 而 。 也 是 
全 不 连通 紧 致 的 . 由 第 四 章 $ 4 引 理 1 即 得 结论 .1 


3， 可 去 集 


现 采用 记号 X: 二 X(R) 表示 下 列 函 数 类 之 一 : 
HB(R) 、HD(R) 、FBDCR) 、4B(CR) 、4DCR) 和 ABD(R). 


定义 1 设 K 是 复 z 球 面 {z||z|<oo}, 而 召 是 K 的 真 紧 致 
子 集 . 若 对 于 任 一 包含 的 开 集 G, G\E 上 的 任 一 区 函数 总 可 以 
延 拓 成 G 上 的 同类 函数 , 则 称 5 为 X- 可 去 集 或 X- 零 集 .为 方便 ， 
将 各 类 可 去 集 统称 为 可 去 集 ; 而 将 非 X- 可 去 集 称 为 X- 不 可 去 集 . 
特别 指出 ，4B- 可 去 集 即 为 Painleve 零 集 . 
显然 下 面 的 可 去 集 都 是 共 形 不 变 的 且 有 关系 如 下 : 
HB- 可 去 集 一 4B- 可 去 集 
六 六 
HBD- 可 去 集 -~4BD- 可 去 集 
py 7 
HD- 可 去 集 一 4D- 可 去 集 
设 B 是 R 上 的 X- 不 可 去 集 . 对 于 点 PEB, 若 对 ?的 任意 邻 
域 U, BEND 是 R 上 的 X- 不 可 去 集 , 则 称 ? 是 召 的 X- 不 可 去 点 . 
引 理 3 Gi) 可 去 集 不 包含 任何 ( 非 退 化 的 ) 连 续 统 . 
(ii) 可 去 集 的 任何 紧 致 子 集 都 是 可 去 集 . 
(ii) 有 限 个 闭 可 去 集 的 并 集 仍 为 可 去 集 . 
(iv) 不 可 去 闭 集 的 全 体 不 可 去 点 所 成 之 集 8 必 为 完全 的 ， 
从 而 必 含 不 可 数 个 点 . 
证 Gi) 假设 可 去 集 包含 连 续 统 y. 根据 Riemann 映照 定 
理 ( 第 三 章 8 4 定理 7) ,存在 解析 函数 w 一 f(z)， 它 将 K\y 共 形 映 
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上 单位 圆 盘 {z||z| 雪 1}. 于 是 f(z) 是 K\y 上 的 非常 数 45D- 函 
数 . 若是 X- 可 去 集 , 则 必 为 48D- 可 去 集 , 故 了 可 延 拓 成 复 球 
面 K 上 的 4BD- 函 数 . 根据 调和 函数 的 极 值 原理 , f 的 实 部 在 K 
上 恒 为 常数 , 从 而 了 在 K 上 也 恒 为 常数 . 了 矛盾. 

(ii) 设 印 是 X- 可 去 集 5 的 紧 致 子 集 、 而 Ge 是 包含 i 的 一 
个 开 集 . 又 设 f(z) 是 定义 在 Go\B8。 上 的 X- 函 数 . 将 印 与 K\Go 
的 距离 记 为 4 . 对 于 任意 z€ Eo, 根据 第 四 章 $4 引 理 1 及 其 附 
注 , 可 以 在 0(z,d/2) 内 取 内 外 两 条 环绕 点 z 的 解析 Jordan 曲线 
ol(z) 和 oz(z)， 使 其 与 8 三 者 互 不 相交 , 有 目 01(z) 和 oz(z) 所 界 的 
环 域内 都 不 含 8 的 任何 点 . 现 将 01(z)、o2(z) 所 围 含 点 z 的 单 连 
通 开 区 域 分 别 记 为 Vi(z)、V2(z)，, 不 妨 设 VCz)CV2(z)， 由 于 本 
是 紧 致 的 , 故 有 有 限 个 后 (z) (zz)、 (za) 覆盖 之 . 如 果 记 
=U t= Vr, 那么 mCDICUCUeCow VN 


不 含 怠 的 任何 点 . 任 取 一 个 包含 BUG。 的 开 集 G. 显然 函数 
fl2), VzEUNE 
DE I's Vz€ OBUD,) 

是 [U1U(G\D2)]\E 上 的 X- 函 数 . 从 而 可 延 拓 成 UU (G\D:) 上 的 
X- 函 数 . 于 是 f(z) 可 延 拓 成 VU, 上 的 X- 函 数 . 

(iii) 只 需 证 两 个 闭 可 去 集 的 情形 . 设 Bo、B' 是 两 个 闭 可 去 集 . 
记 B= 如 门 B1, 则 五 是 闭 的 . 不 妨 设 卫 为 非 空 的 又 设 8 是 包含 
EU 的 一 个 开 集 , 而 f(z) 是 定义 在 CN(BoUB) 上 的 X- 沙 数 . 
对 于 任意 z€E BoNB, 将 :与 BE 的 距离 记 为 4. 与 上 面相 同 ; 取 区 域 
Vi(z), 则 BoV1(z) 是 Eo 的 紧 致 子 集 , 根据 (i) ,Bo 门 V1(z) 是 X- 
可 去 的 . 于 是 f(z) 可 延 拓 成 V,(z) 上 的 X- 函 数 . 由 任意 = 的 任意 
性 可 得 f(z) 可 延 拓 成 GU (Bo\8) 上 的 , 即 CNB 上 的 X- 函 数 , 最 
后 由 如 的 可 去 性 得 知 f(z) 可 延 拓 成 G 上 的 X- 函 数 . 

(iv) 易 证 B 是 闭 已 密 集 , 从 而 是 完备 的 , 且 B 中 单 点 z 所 成 
之 集 {z) 在 B 中 是 琉 朗 的 . 根据 Baire 范畴 定理 , 8 是 第 二 范畴 的 . 
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如 果 假 设 8 是 可 数 集 , 那么 B 可 表 为 可 数 个 单 点 集 之 并 . 这 与 已 
知 8 是 第 二 范畴 的 相 蔬 盾 ， 从 而 是 不 可 数 集 . 1 

推论 ”可 数 点 集 必 为 可 去 集 . 

定理 1 设 (及 妆 , 是 平面 P 上 的 一 列 X- 可 去 集 若 它们 的 
并 了 :一 山王 是 紧 致 集 . 则 仍 是 X- 可 去 集 . 

证 假设 已 是 X- 不 可 去 集 ， 则 存在 8 的 一 个 开 邻 域 0 使 得 
存在 非常 数 X- 函 数 fE X(CUNB) 不 能 延 拓 成 VU 上 的 X- 函 数 . 

下 面 将 导出 巴 盾 . 

注意 到 U 必 含有 同样 性 质 的 分 支 , 将 其 仍 记 为 V. 现 将 0 中 
X- 不 可 去 点 z 全 体 记 为 e 则 e 关 .根据 引 理 3,。 是 完全 集 . 

置 一 e 站 及 则 e==Ue. 借助 于 UV 的 度量 ,。 是 一 个 完备 度 
量 空间 . 根据 Baire 范畴 定理 , e 是 第 二 范畴 的 . 于 是 至 少 存在 一 
个 非 空 的 和 一 点 maEe。， 使 得 有 一 以 aa 为 心 的 (空间 e 中 的 ) 
s- 球 vlz0,2) 包含 在 e 中 , 其 中 :>0 足够 小 , 使 得 0(z0,2) CU， 
故 有 >(z,e)=eo(z,eCe 于 是 

e MN OCz0,8/2) 一 eu 们 Oz0,2/2). 

上 式 的 左边 说 明 该 集 是 e 的 闭 紧 子 集 ; 而 右边 说 明 该 集 是 6。, 的 
子 集 , 根据 引 理 3， 必 为 X- 可 去 ， 从 而 是 全 不 连通 的 . 于 是 根据 
第 四 章 84 引 理 1, 在 0(a,s/3) 内 存在 一 条 环绕 am 的 解析 
Jordan 曲线 o 使 得 oCO(zo,e/3)\ew. 将 0 所 围 成 的 包含 2 的 邻 
域 记 为 VU。, 则 UPneu= 一 wmne 是 e。 的 ， 从 而 是 ,的 闭 紧 子 集 , 根 
据 引 理 3, 必 为 X- 可 去 的 . 于 是 了 可 延 拓 成 内 上 的 X- 函 数 . 这 
与 集 。 的 定义 相 蔬 盾 . 1 

注 由 定理 1 论证 中 有 关 Baire 范畴 定理 的 论述 可 看 出 :可 
列 个 全 不 连通 紧 致 集 之 并 若是 紧 致 的 则 必 仍 为 全 不 连通 的 、 

根据 引 理 3, 可 去 集 的 概念 可 以 推广 到 Riemann 曲面 上 . 
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定义 2 设 妃 是 Riemann 曲面 R 上 的 一 个 全 不 连通 闭 集 , 若 
对 于 任 一 包含 的 开 集 6G, G\E 上 的 任 一 X- 函 数 总 可 以 延 拓 成 G 
内 的 同类 函数 , 则 称 为 X- 可 去 集 或 X- 零 集 . 


引 理 4 ”全 不 连通 闭 集 忆 为 Riemann 曲面 上 的 XX- 可 去 集 
当 且 仅 当 对 任 一 点 zEB, 存在 ? 的 一 好 邻 域 UC7) 使 得 UC7) 几 E 
是 X- 可 去 集 . 


定理 2 设 Riemann 曲面 R 是 复 x- 球面 K 的 覆盖 面 , 又 设 忆 
是 R 上 的 全 不 连通 紧 致 集 则 8 是 X- 可 去 集 的 充分 必要 条 件 是 
在 球 K 上 的 投影 。 是 X- 可 去 集 . 

证 对 任 一 点 zxEe, 将 如 盖 在 z 上 的 所 有 的 点 记 为 nm， i 二 1， 
…,k， 根据 引 理 2, 存在 z 的 一 足够 小 的 单 连通 开 邻 域 VU(z) 满 足 
引 理 2 的 条 件 Gi) 一 (ii). 设 4 为 包含 i 盖 在 VU(z) 上 的 岛 ,并 设 
为 m(1<m<n) 叶 . 置 包 =4 门 B, 并 记 e 为 国 在 球 K 上 的 投 
影 . 显然 。 为 全 不 连通 紧 致 集 . 若 za 不 是 R 的 支点 , 根据 引 理 2， 
若 4 是 单 叶 的 , 则 e: 和 的 X- 可 去 性 是 等 价 的 . 

由 于 除 p: 外 4 没有 RR 的 支点 , 故 对 任 一 点 waEe\{z), 存在 
满足 引 理 2 的 条 件 (D 一 (ii 的 单 连通 开 邻 域 U(z) 使 得 4 盖 在 其 
上 的 部 分 正好 为 mi 个 单 叶 岛 根据 引 理 4、 根据 可 去 性 的 局 部 性 
质 并 应 用 上 面 的 结论 可 推 得 e\{p.} 是 X- 可 去 的 . 又 由 于 单 点 是 
有 零 容 的 , 故 根据 第 四 章 $ 4 定理 2，{z} 是 HB- 可 去 的 . 从 而 “是 
X- 可 去 的 . | 

4.” 共 变量 Mr 

设 吕 是 复 z- 球 面 K 的 一 开 区 域 . 用 F 表示 定义 在 K 的 某 一 
开 集 上 的 某 类 单 值 解析 函数 了 全 体 所 成 之 族 , 其 中 不 同 的 了 定义 


域 可 以 是 不 同 的 . 如 果 定 义 域 是 共同 的 , 比如 为 9, 那么 采用 记 
号 F(Q) 表 示 之 . 设 了 (9) 非 空 , 对 于 点 w€9, 定义 
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M;(z0,8) = up 人 (20) |. (1) 
为 方便 , 常 采用 简 记 号 Mr、HMr(zo) 或 Mi(8)， 显然 在 下 述 意 义 
下 是 单调 的 : 若 2 C9, 则 PC2)CPC2 ). 根据 式 (1)， 
Mr(zo,8) SZ Mr(z0, 2 ). (2) 
设 z 二 h(z) 是 使 得 zo ==h(zo) 的 、 将 9 一 对 一 共 形 映 上 区 域 
9' 的 映照 . 如 果 所 有 这 样 的 映照 都 满足 条 件 ， f(z )EFRC8 ) 殖 
含 fw(z)EPC9)， 则 称 玉 是 共 形 不 变 的 ， 对 于 共 形 不 变 类 , 有 


Mr(zo9) = Melz0' ,9 )|w (zo)|. (3) 
上 式 可 更 为 对 称 地 写成 5 
Mp(z0, 2) |dzo| = MrCzo ,9 )1dzo |. (4) 


为 此 , 微分 式 Mr(z,9) 1dz| 定 义 了 RQ 上 的 一 个 共 形 不 变 测度 , 而 
Mr 是 共 变 量 ( 参 看 第 三 章 8 1. 6). 

若是 单调 且 为 共 形 不 变 的 , 则 当 映 照 2 二 1(z) 将 8 共 形 
映 上 9 的 一 子 区 域 时 , 由 式 (2)、(4) 可 得 


Mslz0 ,9 )1dzo | < Melz0,8) 1dzo|. (5) 
称 此 为 M; 的 弱 单 调 性 , 
5. 紧 致 函数 类 


如 果 对 任意 8 的 穷尽 列 {2.} 对 任意 几 E PC29.)， 函 数列 
{下}) 必 有 子 列 { 天 在 9 内 广义 一 致 收敛 于 某 个 函数 fE PC2)， 那 
么 称 玉 是 紧 致 的 函数 类 ,在 此 情形 下 式 (1) 中 的 上 确 界 号 sup 可 
换 成 最 大 值 号 Max. 为 方便 , 将 取 最 大 值 的 函数 称 为 关于 共 变量 
Mr 的 极 值 函数 . 

定理 3 单调 且 共 形 不 变 的 紧 致 函数 类 具有 下 面 性 质 : 

Ci) limMr(Czo,B.) 一 Mr(zoy 9); 

(ii) Mr(z,9) 关 于 变量 z 是 连续 的 ; 

(Giii) logMv(z,9) 或 为 下 调和 或 恒 为 一 co. 
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证 Gi) 根据 的 单调 性 , 由 式 (2) 可 知 imaMr(a,9,) 存 在 ， 
且 宇 Mj(%0,8)， 另 一 方面 , 车 下 是 Mr(z,9.) 的 极 值 函数 , 则 由 
紧 致 性 可 得 相反 的 不 等 式 
AMfj(z 8) 之 lim | 有 (2zo) | 一 lim Me(z0, 8,). 
(ii) 设 了 关于 点 a 取 到 值 MiCzo,8). 取 点 2 EQ\ 有 ww) 使 得 
{z| |z 一 ;| 过 21z0 一 |} C9 则 MpCzo' ,89) 宇 | (zo )1, 因此 
Jim We ,9) 过 Mj(z0, 9). (6) 


将 名 中 与 其 : 沪 界 之 中 离 >| 芭 一 z| 的 全 体 点 记 为 2 . 现 将 吕 平 
移 , 使 得 zw 移 到 zo . 将 2 在 此 平移 下 的 象 记 为 8 于 是 有 
M2 ,9) < Molz0 ,9) = Melz0, 8 ). (7) 
令 zo 一 za 由 (iD 可 得 
dm Mr ,2) < Mr(z,9). 


对 比 式 (6) 和 (7) 即 得 MCz, 2) 关 于 变量 > 是 连续 的 . 
(ii) 对 于 任意 JE PC8), 函数 log| 了 (2) | 为 下 调和 的 , 故 函 
数 logMe(z,9) = max log|f (z)| 或 为 下 调和 或 恒 为 一 o0. 上 


6. 几 种 特殊 函数 类 


最 令 人 感 兴趣 的 是 那些 满足 下 面条 件 的 函数 类 7: Me(z,9) 
在 任 一 单 点 z€E8 取 值 0 必 导 致 恒 为 0. 本 文选 定 的 是 48- .4D- 天 
数 类 . 但 必须 对 它们 做 些 必要 的 限制 : 

a) |f(z)| 和 1, 若 fE4B(8); 

b) DL[fj<<n, 若 JTE4D(C2); 

c) 特别 强调 , 常 值 函数 都 属于 所 讨论 的 每 个 函数 类 . 

上 述 限制 下 的 共 变量 分 别 为 Mas、Mw， 对 于 它们 各 自 的 子 类 
SB(9)、SD(9) 对 应 的 共 变量 分 别 为 Mss 和 Mso， 如 果 将 上 面 四 种 
函数 类 经 f(zo) 一 0 进行 规范 化 , 所 得 的 函数 类 分 别 记 为 4Bo(9)、 
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ADo《8)、SBo(8)、SDo(9)， 那么 对 应 的 共 变 其 M; 将 不 受 影响 . 这 
一 点 除 4B(8) 外 是 显然 的 ; 而 对 4B 函数 类 函数 f, 注意 到 函数 


z) .一 了 (2 一 Tazo) 属 十 ， 
Jo(z) 这 FTC 属于 4Bo(2) ， 日 |fo (z0)| 宇 If (z0) |. 故 


sup |f Cz0)| = sup |f (20)1. 


FE 4HoC9)》 SE ABD) 
易 证 上 述 思 种 函数 类 都 是 单调 且 共 形 不 变 的 , 故 对 应 的 Mr 有 弱 
单调 性 , 且 条 件 ec) 保 证 子 类 4B0(8)、A4Do(8)、SBo(98) 和 SDo(C2) 都 
是 紧 致 的 , 于 是 Mw、Mw、Mss 和 Ms 都 有 定理 3 所 述 的 性 质 . 


7. VN; 堆 类 集 与 可 去 集 的 等 价 性 


定义 3 设 是 复 z 球 面 K 的 一 闭 真 子 集 , 而 zaE 及 又 设 
已 的 余 集 8:=ANB 是 一 连通 开 区 域 . 若 Mi(zo,9) 恒 为 0, 则 称 刀 
为 Nr 零 类 集 , 简称 为 Xe 集 ; 或 简 记 为 BE Ni 
注意 到 M; 在 某 一 点 取 值 0 当 且 仅 当 恒 为 0。 对 于 单 叶 函 数 
这 一 论断 是 显然 的 ，Ysw 常 简 记 为 Np, 而 Nw 常 简 记 为 No 

定理 4 集 忆 为 Ne 零 类 集 当 且 仅 当 集 瑟 为 48- 可 去 集 . 

证 设 刀 是 复 = 球面 K 的 一 个 闭 真子 集 , 且 coEB, 它 的 余 
集 8:= KANB 是 一 连通 开 区 域 .又 设 闭 集 5 包含 在 开 区 域 8 内 . 
若是 Ns 集 , 而 f(z) 是 Q \E 内 的 4B- 函 数 , 则 运用 Cauchy 积 
分 公式 可 将 了 表示 成 f(z) 二 f(z) 十 fz(z), 其 中 下 (z) 是 8 内 的 解 
析 函 数 , 而 f2(z) 是 9 内 的 解析 函数 , 但 f(z) 是 有 界 的 , 故 为 党 
数 . 从 而 f(z) 是 2 内 的 4B- 函 数 . 逆 命 题 显然 成 立 . 上 

类 似 可 得 

定理 5 集 5 为 N, 零 类 集 当 且 仅 当 集 为 如 -可 去 集 . 

8.” 极 值 长 度 


设 R 是 一 Riemann 曲面 . 如 果 及 上 的 弧 之 任意 闭 子 弧 都 是 
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可 求 长 的 , 那么 称 该 弧 为 局 部 可 求 长 的 . 形 如 c: = > )kc (有 限 
或 无 限 ) 的 和 式 称 为 局 部 可 求 长 弧 链 , 其 路 为 整数 , 而 “ 为 局 
部 可 求 长 弧 ， 有 时 也 用 术语 链表 示 并 集 Uc 若 链 “ 含有 限 项 且 
每 个 “; 都 是 闭 弧 ， 则 称 链 “。 是 可 求 长 链 . 

设 28 是 有 上 的 任 一 开 集 . 将 定义 在 2 上 的 非 负 共 变量 p 称 
为 8 上 的 密度 (函数 )， 另 外 还 要 求 p 是 下 半 连 续 的 . 显然 pldz| 
是 共 形 不 变 的 , 称 之 为 8 上 的 测度 . 定义 

[ee 当 Ea] pete< ea 
设 卫 是 2 内 的 一 局 部 可 求 长 弧 链 族 ， 置 
Larip=ing plel, 4pm = ,roy 


其 中 约定 = 衬 =0. 由 p 的 下 半 连 续 性 立即 可 得 4(p,9)>>0， 
除非 三 0. 考虑 量 


2 
MP = sup LOR (2) 


= SUP 4(p,9)， 
其 中 上 确 界 是 取 自 8 上 的 所 有 不 恒 为 0 的 非 负 下 半 连 续 密度 . 
量 4( 丰 只 与 相关 , 而 不 依赖 于 包含 厂 中 全 体 链 的 开 集 2 的 选 
取 . 事实 上 , 对 于 8 上 的 任 一 测度 pldz|, 只 要 在 A\Q8 上 补充 定 
义 p=0, 那么 pldz| 即 为 R 上 的 测度 . 若 记 4(p) = 二 4Cp,R), 则 有 
4(p,9) 和 4(p)， 于 是 对 于 R 上 的 所 有 测度 ， 有 

A(T) = sup LI»p): 


Alp) ” 
将 XT) 称 为 链 族 耳 的 极 值 长 度 . 
下 面 证 明 极 值 长 度 是 共 形 不 变 的 . 设 f(7) 是 将 Riemann 曲面 
R 映 上 曲面 Ri 的 直接 或 非 直接 共 形 映照 . 假定 了 是 开 集 9CR 内 
的 局 部 可 求 长 弧 链 族 . 记 f 了 (二 {f(y)1yET}. 用 9 表示 9 在 映 
照 了 下 的 象 . 则 fCm) 是 2, 内 的 局 部 可 求 长 弧 链 族 . 
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现在 设 户 是 了 的 导 函 数 或 共 罗 导 函数 、 而 p11dzi | 是 映照 了 
下 与 9 上 的 测度 pldz| 相 对 应 的 2, 上 的 测度 , 那么 必 有 
p(z) 一 Am(f(z))|P (zl|， 有 4(p,9) = ACpi, 2). 
因此 MDACfCD) .对方 :进行 讨论 即 得 相反 不 等 式 , 故 有 
XI) = AFfT)). (3) 


9， 弧 链 族 之 间 极 值 长 度 的 关系 


定理 6 设 改 三 用 ,* 一 1,2,…， 是 Riemann 曲面 R 上 的 局 
部 可 求 长 弧 链 族 序列 . 
(i) 车 每 个 >E 卫 包含 某 个 ER ，, 则 X(T7) 宇 XT )， 
GD 若 PCUD， 则 < D0 
(ii) 又 设 存在 一 互 不 相交 的 开 集 列 {9.} 使 得 每 个 ,都 包含 
及 中 之 弧 链 . 若 / 沪 Ur， 则 
1 \ 1 
NDF 2 Rr 
(iv) 在 (ii) 的 设 定 下 , 若 对 每 个 yET 存 在 一 列 ET 使 得 
UnCy, 则 
MXD > AD. 
(车 TCTiC*…* 且 T=UT, 则 X77)=limX(7,). 
证 (i) 由 于 每 个 密度 p 都 使 得 CCP ,p)<LCT,p)，, 故 成 立 . 
(ii) 不 妨 设 每 个 (也 ) 之 0， 于 是 对 任意 :之 0, 存在 上 的 密 
度 p 使 得 Li,p) 之 0 而 且 XCT)-' 之 4(p)L(T,p)-? 一 2 置 
pr’ (2) = LT p) pl2)、 pl2) = supp, (2). 


则 LCT,P 之 1 且 P 过 > *. 于 是 对 任意 :>0, 有 
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AD-' SADLT, PS DAPILT, Pp) SEAT) + 


iii) 不 妨 设 x 之 0. 对 任意 >0, 存在 R 上 的 密度 p 使 得 
LCT,P) 之 0 而 47)-' 十 之 4(p)L(T,p)-?. 由 于 


LADSLT,p) 和 4(p) 过 >)4(00,9)， 
故 对 任意 :之 0， 
XD te> >)4(p,9JLGn pF MAT) 


(iv) 车 存在 某 个 自然 数 使 得 MT) 一 co， 则 由 式 (D 即 得 结 
论 ， 因 此 可 设 对 任意 都 有 X(T) 过 co， 于 是 对 任意 :0, 存在 
98, 上 的 密度 p, 使 得 CCnm po) 过 1 而 且 4Cp8)7 之 (1 一 0) 
对 任意 自然 数 m, 在 有 上 定义 密度 


ACT Sacry) pl2), 2z€E Qs 

p(z) 一 Sn S 
0， zE€ AU Q. 

于 是 有 L(T,p) 之 1, 且 对 任意 :>0 和 自然 数 m， 


an>LE >| 位 xD (Samy 9)) 


ED 一 o(> MD) 


-odarm). 1 
注 (v) 由 Suita,N [1j、Ziemer,W [1] 给 出 , 现 略 去 证 明 . 
10. 和 矩形、 回环 内 链 族 的 的 极 值 长 度 


引 理 5 设 平面 矩形 边 长 为 4。 和 65, 则 该 矩形 内 连接 长 为 < 
的 两 对 边 的 弧 线 族 耳 之 极 值 长 度 为 wa. 
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证 设 和 矩形 为 7={(z,y)10<r<a,0<y<2} (ec%>>0)， 对 于 
含 了 的 区 域 9, 定义 密度 p 如 下 : 在 7 上 取 p=1, 而 在 SN7 处 
p 二 0. 则 LCT,p) 二 b,，ACT,p)==% . 于 是 X(T) 守 52/ (ab)==b/a . 

对 任意 密度 p, 规范 化 为 L(T,p)==1, 且 plor 一 0 显然, 对 


任意 z 有 foepay>1， 从 而 人 ve,paray>e: 
两 边 平方 再 用 Schwartz 不 等 式 可 得 
Al(T,p) "b= [ray 人 .am 之 中 
故 LCT,p)?/ACT,p)==1/4(T ,Pb/a， 即 得 2Xms<o 1 
引 理 6 设 4 是 平面 圆 环 , 其 内 、 外 半径 分 别 为 R.R'， 则 4 
内 分 离 两 边界 圆周 的 闭 曲线 族 之 极 值 长 度 为 ssc 外 77- 
证 设 p(z) 是 一 非 负 密 度 ， 则 
LT',p) <| pz)ldz| = | eceeorao， R<r<R. (TD) 
其 中 z=re". 于 是 
LT, Plog < 人 eeeoarao， Rmn<n<R. (2) 
两 边 平方 再 用 Schwartz 不 等 式 可 得 
ZLCryp)log a] 2 (EF ardg] (fF JLore Prareo 


Ll 


去 2r log EACp), REr<r FP. 


故 2 人 <2wioe 全 ， Rm<rs<R . ”由 此 可 得 
2r 
4D < i 1 7 有 (3) 


为 得 相反 不 等 式 取 密度 和 如 下 : 在 4 内 Am) 一 二、 在 4 外 
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Am(z) 一 0. 则 对 任意 yE P, 由 式 (1) 得 
dz dz 2x 
1 之 [ 兰 |< 上 典 = LT,p) <<| meeorao — 1， 


其 中 :=re", 而 | 此 是 y 关 于 原点 的 指数 "Cy,0) (第 二 章 §1). 
因此 LCT,p)==1. 另外 
A(p) = els [poCre®) Fr drdb = 去 log 


Zr oo 2nr 有 
故 ”4( 站 宕 ACn) Ig 75 对 比 式 (3) 得 


MD 一 


EE 
页。 


2r 1 
log(R' /R)” 

类 似 可 得 : 

引 理 7 设 4 是 平面 贺 环 , 其 内 \ 外 半径 分 别 为 RR， 则 4 
内 连接 两 边界 贺 周 的 曲线 族 之 极 值 长 度 为 到 log 发 ， 


11. 周 界 长 与 不 变量 Mss、Ms。 


设 品 是 一 复 球面 的 真子 区 域 , aE 9. 将 9 的 余 集 记 为 乙 设 
局 是 巨 的 一 子 集 . 将 9 内 与 之 距离 >r( 之 0) 且 分 离 % 和 局 
的 简单 闭 曲 线 全 体 记 为 {y),。 显 然 X?}, 随 着 > 趋 于 0 而 趋 于 0. 
但 当 w <r 时 , 由 定理 1 和 引 理 2 可 得 
1 1 1 了 
io > Ny + 2 87 
即 5 Hiogr 过 对 和 +los "， 于 是 极限 


| 2 
Lz0s Bo): = lim 7e MD 
0 


存在 , 且 在 关于 的 适当 的 变换 下 AMzo,Eo) Idzo| 是 共 形 不 变 的 . 
由 定理 1 可 知 w(zo, 6) 是 关于 Eo 的 非 减 函数 , 也 是 关于 2 
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的 非 减 函数 . 将 (zw, Eo) 称 为 Bo 的 关于 区 域 9 和 中 心 za 的 
周 界 长 . 对 贺 盘 0(z,8), 其余 集 的 所 有 子 集 的 周 界 长 都 是 二 

值 (zo,) 仅 依赖 于 马 的 与 Bo 相交 的 分 支 所 成 之 集 , 而 不 
依赖 于 的 分 支 中 的 个 别 点 . 因此 , 单 点 的 周 界 长 等 于 它 所 在 分 
支 的 周 界 长 . 点 p 的 周 界 长 记 为 (zo,p)， 对 单 连 通 区 域 , 1(z0,7) 
只 取 一 个 值 ; 而 当 % 二 oo 时, u(zo,7) 二 y(B), 即 集 互 的 容量 . 

定理 7 Mss= Msp—max A(z0,7). 

定理 的 证 明 参 看 AR L. & Beurling A，[1]. 


12. 线性 集 的 可 去 性 


引 理 8 设 刀 是 复 球 面 K 的 直线 L 上 的 一 紧 致 子 集 . 车 
是 (Lebesgue) 正 测度 集 , 则 K\E 上 存在 非常 数 4B- 函 数 . 从 而 8 
不 是 4B- 可 去 集 . 
证 不 妨 设 位 于 实 轴 上 . 记过 一 mes(B) 并 置 
fo:=|.z 旗 := 


显然 |Imf(z) |<n, 故 函数 


oT (1) 


是 K\B 上 的 非常 数 48- 函 数 .于 是 非 46- 可 去 ,| 
注 由 于 式 (1) 展 开 式 的 第 一 项 的 系数 为 车 , 故 Mu 全. 


引 理 9 设 D 是 复 z- 球 面 K 上 的 一 紧 致 子 集 , 上 且 coED. 用 
表示 K\DU {oo} 内 的 分 离 D 与 oo 的 闭 曲 线 系 所 组 成 的 链 族 , 并 
将 ,的 长 度 记 为 mesi(y). 置 


A= if mesi(y). 


于 是 对 于 K\D 上 的 非常 数 他 函数 
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f(z): 二 了 十"…， ce 关 0， 


车 |fC1<1， 则 有 lel< 直 4 


证 由 于 |e| < 去 |f91leel << 赤 |lal. 故 
A>2rlc|>0.1 
推论 ”对 于 长 度 为 工 的 线性 集 B,， 有 
Mu(co,KNB) < lr. 
证 显然 L=4/2. 根据 引 理 9, 结论 成 立 上 
定理 8 ”对 于 长 度 为 工 的 紧 致 线性 集 ， 
Mw < Mo 和 地 入 Ms 
证 不 妨 设 刁 位 于 实 轴 上 . 考虑 形 如 
了 (z) : = 「 Dr 
的 函数 , 其 中 p(t) 是 平方 可 积 且 在 外 恒 取 值 0. 根据 Fourier 
积分 和 Parseval 关系 可 得 
D[f] = 三 J = 8 Fos = 厅 (p)， 
其 中 等 式 成 立 不 论 等 号 两 边 是 有 限 或 为 无 限 . 因此, 如果 克 门 有 
限 , 那么 f(z) 可 表 为 某 个 p(t) 的 积分 形式 , 且 妃 (op) 一 D[ 故 . 由 
于 有 (g) 宇 H(1p1), 故 4D(9) 的 极 值 函数 了 可 表 为 某 个 实 值 pi) 


的 积分 , 且 在 万 上 pl) 之 0. 设 p* () 是 偶 的 、 对 称 递减 的 、 关 于 
g(t) 和 集 Cs) :一 min(rs -na) 等 可 测 的 函数 . 记 


4(p) =— BP] (6) 二 mwCD)RG 一 Ddad 
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Blp) 一 2 [Er pl POR Cs — Ddsdt. 


于 是 H(9) 是 4.(g) 一 B.(g) 当 mn 一 oo 时 的 极限 . 

显然 4(9) 二 4(g*), 而 根据 Hardy, Littlewood 和 Polya 的 重 
排列 定理 (参看 (不 等 式 ) 的 定理 380, 科学 出 版 社 ，1965, 越 民 义 
译 ), BC(gp) 志 B.(g"). 因此 , H(q) 之 Hlg*), 故 D[f] 之 PD[f*], 其 
中 f" 是 由 gp* 的 积分 所 表示 的 函数 . 若 记 8 为 土 L/2 为 端点 的 
线段 , 则 w" 在 B* 外 恒 取 值 0. 故 f" 在 B* 外 是 全 纯 的 ,因此 


Mo(B) < Mo(B*) = 于 . 


显然 由 Msp《B) 二 Msp《B) 可 得 Mso《E) 过 Mo(B); 而 其 余 不 等 
关系 见 引 理 8 的 附注 和 引 理 9 的 推论 .上 


推论 NsCNsCNss; 从 而 4B- 可 去 集 必 为 4D- 可 去 集 . 


定理 9 设 B 是 直线 上 的 一 紧 致 子 集 . 则 是 4B- 可 去 集 的 
充分 必要 条 件 是 长 度 为 0. 

证 根据 定理 14, 4B- 可 去 集 即 为 Ns 集 ， 于 是 由 定理 8 立即 
可 得 本 定理 . | 


注 更 为 一 般 的 有 : 设 是 解析 曲线 上 的 一 紧 致 子 集 . 则 到 
是 4B- 可 去 集 的 充分 必要 条 件 是 已 长 度 为 0. 


13. 4D- 可 去 集 的 特征 


设 Q 是 R 上 的 任 一 区 域 , 而 及 、 杞 是 2 内 或 8 之 边界 上 的 
两 个 不 交 紧 致 子 集 . 又 设 卫 是 8 内 的 连接 Ea( 即 两 端 分 别 位 
于 B18) 的 局 部 可 求 长 弧 线 族 . 则 B1、Bs 关于 区 域 2 的 极 值 距 离 
定义 为 极 值 长 度 XZ), 记 为 ho(B, 2). 

由 引 理 5 可 得 : 设 是 边 长 为 a.6 的 开 和 矩形 , 记 长 为 a 之 两 
”对 边 为 a1.az， 则 极 值 距离 ho(a1,az) 二 5b/a. 
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定理 10 设 刀 是 矩形 妃 内 一 紧 致 子 集 , 则 是 4D- 可 去 集 
当 目 仅 当 和 re(elyaz) 一 和 (ayaz). 


定理 11 复 平面 8 上 的 点 集 E 是 4D- 可 去 集 当 上 且 仅 当 所 有 
与 其 余 集 SNB 共 形 等 价 的 区 域 之 余 集 都 具有 零 面积 . 


定理 12 解析 统 厂 上 的 闭 子 集 如 是 4D- 可 去 集 当 且 仅 当 其 
余 集 TT\B 的 (内 ) 容 量 与 的 容量 相等 . 
以 上 定理 的 证 明 参看 Sario L. &. Nakai M. [1]. 


§ 2 半 纯 函数 及 其 产生 的 覆盖 面 


1. 半 纯 函数 的 大 范围 聚 值 集 


首先 统一 说 明 : 今后 凡 考 虑 非 紧 镶 边 Riemann 曲面 RUa 都 
包括 边界 a 为 退化 ( 即 a= 多 ) 的 情形 , 即 通常 的 开 Riemann 曲 
面 R. 将 RUa 的 理想 边界 记 为 b. 


定义 1 设 w=f(7) 是 非 紧 灸 边 Riemann 曲面 RUa 上 的 单 
值 半 纯 函数 ,对 广义 复 值 w, 若 R 上 有 趋 于 8 的 点 列 {p) 宇 ! 使 
得 

lim f(p.) = wv 
则 称 w 为 了 在 理想 边界 5 的 聚 值 聚 值 全 体 称 为 了 的 
大 范围 聚 值 集 , 简称 为 聚 值 集 , 并 记 为 Ca(f,8), 简 记 为 Cx 人). 
显然 , 单 值 半 纯 函 数 的 大 范围 聚 值 集 是 闭 集 ， 另外,， 当 涉及 
到 聚 值 概念 时 , RUa 都 指 非 紧 镶 边 曲面 . 
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2. 半 纯 函数 的 价 函 数 


设 w=f(p) 是 RUa 上 的 非常 数 单 值 半 纯 函 数 ， 又 设 7 是 由 

了 产生 的 覆盖 在 复 二 球面 K: 二 {w| |w|<<oo) 的 覆盖 面 ， 函 数 
ww) 和 nj (w) 

都 用 于 表示 复 球面 的 点 w 被 所 覆盖 面 的 次 数 , 即 广 '(w) 站 ER 
的 基数 . 但 前 者 的 重点 的 覆盖 次 数 按 重 数 算 , 而 后 者 只 算 一 次 . 
分 别称 之 为 了 的 价 函 数 和 修正 价 函数 . 价 函 数 和 修正 价 函数 取 值 
于 非 负 整数 和 十 oo 将 sup ws(w) 称 为 覆盖 面 F 的 叶 数 . 

显然 , 对 复 球面 的 子 区 域 D, 如 果 广 '(D) 有 一 分 支 8 使 得 

nfi,(w) 三 const. <0, wE f(9), 

那么 就 意味 着 了 限制 在 9 上 所 产生 的 覆盖 在 D 上 的 Riemann 曲 
面 没 有 任何 支点 , 且 和 覆盖 D 的 每 一 点 都 同样 多 次 . 

价 函 数 w(w) 在 下 述 意义 下 是 下 半 连 续 的 : 


wuw): = lim( einf nwW)) = VinoE 天， 


其 中 , 车 ww=co, 则 |w 一 wo| 过 1/m 必须 用 |z| >m 代替 . 又 置 


nwo) = lim i ns(w)) 。 


一 般 情 况 下 , 之 ny 之 wy ; 而 (ww) 二 ylwo) 过 oo 当 且 仅 当 图 在 wo 
处 有 限 连续 ; 还 有 , 使 六 (oo) 之 w(x) 的 点 wo ( 必 有 mwGoo)<co) 
是 的 非 连 续 点 . 


引 理 1 设 w=f(z) 是 RUa 上 的 非常 数 单 值 半 纯 函数 ， 则 
复 ww 球 上 的 点 wwEfla) 是 的 非 连 续 点 当 上 且 仅 当 
mw) < 有 w € Calf). 
证 1) 当 n;=myQww) 二 0 时 , 由 于 (ww) 记 x 一 0， 故 存在 点 
列 ER 使 得 fp.) 一 woln 一 coo). 假设 点 列 {p.) 在 R 上 有 聚 点 7， 
则 有 子 列 (p,} 使 得 了 p,) 一 f(p) (4->oo). 于 是 f(p) 一 ww， 矛盾 . 
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由 此 可 见 p>pl(n->o0)， 从 而 wwE€E CnC 了). 
反之 , 车 n=0 且 wo€ Cn(f),， 则 存在 点 列 p.ER 使 得 pp 
且 f(p)->wobln->o0)， 从 而 


bw) = Jim 人 ww)1>0=n 


故 wo 是 nw 的 非 连续 点 . 
2) 当 0<<n; 二 ylwo) 过 co 时 , 置 
和 Goo) = {ggn), mn, (1) 


其 中 4 是 后 阶 支 点 . 显然 hn 县 m 十 Sh 在 球 K 上 取 一 


个 以 wo 为 心 的 足够 小 的 圆 盘 U 使 得 NF)= 好 且 广 '(0) 每 个 
包含 4 的 分 支 V; 在 R 上 都 是 相对 紧 的 , 且 满 足 

a) NW= 多 , 当 ij 时 ; 

b) nn, G0) = VY wEU\{wo)}. 
取 R =AUV.、 4 =aU (UW. 则 Rr Ua 仍 是 一 镶 边 Riemann 
曲面 , 且 wj Gm) 二 wyCwwo) 一 4 二 0. 显然 CC1T) 一 Ce (用 ,于 是 问题 
可 归结 为 情形 1). 1 


3， Stoilow 紧 致 化 


设 (RB)>, 是 开 Riemann 曲面 8 的 一 穷尽 ,对 每 个 自然 数 4， 
R\R, 由 有 限 个 非 紧 分 支 {KM?,… ,Kf?) 组成. 若非 紧 子 区 域 列 
(Ko 满足 条 件 KK 名 汪 … 汪 K8， 则 称 之 为 判定 列 .8 的 
另 一 穷尽 列 {为 ) 必 ,名 给 出 另 一 些 判定 列 { {KY}2\, 设 有 两 个 判定 列 

Ko 和 《Fe 如 果 对 任意 自然 数 w， 存在 自然 数 m 使 得 

有 Km、 且 反 之 亦 然 , 那么 说 这 两 个 判定 列 是 等 价 的 . 判定 列 
的 一 个 等 价 类 称 为 一 个 Stoilow 端点 对 或 Stoilow 理想 边界 点 ， 而 
Stoilow 端点 的 每 个 判定 列 都 称 为 它 的 代表 列 ， 的 Stoilow We 
的 全 体 称 为 R 的 Stoilow( 理 想 ) 边 界 , 记 作 B.CR), 简 记 为 fb 
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后 , 对 任 一 6EA, 式 子 6 二 {D,) 表示 {0D.) 是 6 的 一 个 代表 列 . 

对 RR 的 某 一 固定 的 穷尽 列 {R.)%2 而 言 ， 判定 列 全 体 与 
Stoilow 理想 边界 ph, 的 对 应 是 一 对 一 映 上 的 . 置 R,* = 二 RUp. 下面 
证 明 及" 是 的 一 紧 致 化 . 设 5={K}),E hp 对 固定 的 nn, 记 

e(KY) = {oo € 及 | 存在 o 的 代表 列 含 有 Ke 为 其 项 }. 
现在 定义 KUelK") 为 6 一 个 邻 域 , 由 此 得 到 5 的 一 邻 域 基 . 
从 而 R* 是 一 Hausdorff 空间 ,可 以 证 明 R,* 是 紧 致 的 , 称 之 为 R 
的 Stoilow 紧 致 化 . 同时 将 有 称 为 R 的 Stoilow 边界 . 

设 RUa 是 一 个 边界 紧 致 的 非 紧 灸 边 Riemann 曲面 , 则 存在 
一 个 开 曲面 RDR, 使 得 RNR 是 紧 致 的 , 且 R 在 六 上 的 相对 边界 
是 a. 记 了 加 为 及 的 Stoilow 紧 致 化 , 并 置 RE,=\(ANRUa). 将 
R%, 称 为 RUa 的 相对 Stoilow 紧 致 化 . 紧 致 化 所 得 空间 的 边界 由 
两 部 分 组 成 : (相对 ) 边 界 a 和 理想 边界 p.(R); 后 者 将 称 之 为 R 
的 (相对 )Stoilow 理想 边界 . 显然 RE 并 不 依赖 于 天 的 选择 ， 而 是 
完全 由 RUa 决定 的 . 

设 65Eh(R), 而 {Di} 是 5 的 代表 列 . 若 点 列 {p.} CR 使 得 对 任 
一 Di, 存在 自然 数 NM, 使 得 当 n 二 Ni 时 psED， 则 称 {7.} 
当 n->co 时 趋 于 6, 记 为 p>6(n 习 oo) 或 

lim 及 一 0. 
对 RUa 上 的 单 值 半 纯 函数 w=f(p), 若 有 广义 复 值 w 使 得 
limf(p.) = w, 
则 称 w 为 了 在 6 处 的 聚 值 . 了 在 5 处 的 聚 值 全 体 记 为 Cx(f,6), 称 
为 了 在 5 处 的 聚 值 集 显然 

(i) 对 任 一 6E€ BCR), Ca(f ,0)CCn(f) ; 

(iD 了 在 5 处 的 聚 值 集 是 闭 集 ; 

Ciii) Ce, 人 一 Ce 人、 
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4 半 纯 函数 的 渐 近 值 


设 RUa 是 一 个 边界 紧 致 的 非 紧 灸 边 Riemann 曲面 ,又 设 y: 
7 二 p(t) (0 和 :<1) 是 R 上 的 一 条 曲线 , 而 5=={D.) 是 R 的 一 
Stoilow 理想 边界 点 . 若 对 任意 自然 数 *， 存 在 数 %E (0,1) 使 得 
CD., 其 中 mm: 7 二 PC (St<1)， 则 说 y 趋 于 理想 边界 点 6. 

对 于 开 Riemann 曲面 的 情形 , 将 上 述 5={D.} 代 之 以 下 的 一 
穷尽 { 及 }2 即 得 y 趋 于 理想 边界 5. 的 概念 ， 显 然 y 趋 于 理想 边 
界 p. 当 且 仅 当 y 趋 于 某 一 Stoilow 理想 边界 点 4. 

定义 2 设 w=f(n) 是 RUa 上 的 半 纯 函数 . 对 广义 复 值 w， 
车 存在 R 上 的 某 一 曲线 y: ?二 ?C0) ,0<t<1, 使 得 y 趋 于 Stoilow 
理想 边界 点 5 (对 应 地 , 理想 边界 B, ) 且 

lim fp(D] = vw, 

则 称 w 是 了 在 理想 边界 点 5 处 (对 应 地 , 理想 边界 p,) 的 渐 近 值 ， 
y 称 为 浙 近 线 . 了 在 5 处 (对 应 地 , B.) 的 渐 近 值 全 体 记 作 4x(f,5) 
(对 应 地 ，4n(f,B.)，, 简 记 为 44(f) )， 称 为 了 在 5 处 (对 应 地 , pf.) 
的 渐 近 集 . 

显然 , w 是 f 在 理想 边界 有 的 渐 近 值 当 上 且 仅 当 w 是 某 一 个 
Stoilow 理想 边界 点 5 的 渐 近 值 . 

把 被 f 取 到 无 限 多 次 的 广义 复 值 全体 称 为 了 的 无 穷 值 域 , 记 
作 Ra 了). 


引 理 2 设 RUa 是 一 锐 边 Riemann 曲面 , 其 边界 a 为 紧 致 
又 设 w=f(p) 是 RUa 上 的 非常 数 半 纯 函数 , 若 wEfla) 是 mw 的 
非 连续 点 , 则 wo€ 4e(J. 

证 据 引 理 1, zwEcCx(f) 且 wGoo)<co. 不 妨 设 w(xo) 一 0， 
否则 按 引 理 1 情形 (2? 的 方法 处 理 即 可 . 

将 下 的 支点 在 球 天 上 的 投影 全 体 记 为 。。 取 一 足够 小 的 正 数 
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p 使 得 圆 盘 0: 二 0Gw,p) 与 f(a) 不 交 . 由 于 wwE€Cn(f), 故 存在 
点 列 mnER 使 得 p>P 且 f(p)->w(i>oo0). 现在 , 记 

w= fp Ui= {vlw om wl <1/20 一 1, 2 
不 妨 设 w.€EUNe. 显然 。 是 全 不 连通 闭 的 , 故 可 依 顺 序 将 点 wi 和 
w+! 用 UNe 内 的 逐 段 光滑 的 简单 弧 段 连接 . 于 是 对 于 每 个 自然 数 
i, 都 有 一 从 w 出 发 趋 于 wo 的 简单 半 开 弧 线 ;使 得 py 沪 yi+1 

因为 w€f(R) ,所 以 六 "Cy,) 的 每 个 分 支 都 是 非 紧 的 . 否则 假 
设 有 一 个 分 支 o 是 紧 致 的 , 则 其 投影 f(o)Cy 也 紧 致 、 于 是 在 
上 , f(o) 存在 着 “最 靠近 ”wo 的 边界 点 , 记 为 zw 由 于 zETf(CR)， 
故 ww 隆 wo， 又 显然 ww 入 ww 则 存在 点 mwEc 使 得 了 po) 二 wo 且 不 
是 ER 的 支点 取 一 以 w 为 心 的 足够 小 的 贺 盘 U, 使 得 wEvV 且 
f7!'(U,) 有 一 分 支 V。 是 o 的 单 叶 邻 域 . 于 是 o' := 二 Ve 则 f'(y) 是 
V 内 的 简单 开 弧 段 , 从 而 , f(o' ) 是 wo 在 y 的 开 邻 域 , 这 显然 与 
w 是 “最 靠近 ”点 wo 的 假设 相 矛 盾 . 

任 取 广 !G) 的 一 分 支 0 则 oi 必 为 R 上 的 简单 弧 线 , 且 其 
投影 f(o)Cy 是 一 渐 近 线 . 从 而 以 必 含有 了 的 一 渐 近 值 于 是 可 
得 zE4eCD， 1 

定理 1 设 RUa 是 一 灸 边 Riemann 曲面 , 其 边界 a 为 紧 致 . 
又 设 w=f(7) 是 RUa 上 的 非常 数 半 纯 函 数 ， 则 

CnCf) = {Int (Rx(f))} U An(f). 

证 不 妨 设 wwEf(a). 串 实 上 , 若 ww€EfCa), 则 可 将 a 略为 
移动 使 得 wf(a). 首先 , 若 wwE€ Cn(f)NRnC 有 )， 则 mwCoo)<co. 
根据 引 理 2, ww€ An(f). 

其 次 , 如 果 xmEaRe(J) ,那么 对 于 任意 自然 数 "每 个 开 圆 盘 
以 :一 OGom,1/a) 内 必 含 有 两 点 由 和 巡 , 分 别 使 得 wCw)<co 和 
mi) 一 co 成 立 . 于 是 UV 内 必 含 思 的 不 连续 点 , 记 其 之 一 为 w 
由 引 理 2 即 可 得 w.€ An( 有 ). 于 是 mwE4. 
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5. 半 纯 函数 的 大 范围 聚 值 集 与 价 函数 的 关系 


引 理 3 设 RUa 是 一 镶 边 Riemann 曲面 , 其 边界 a 为 紧 致 . 
又 设 w=f(p) 是 RUa 上 的 非常 数 半 纯 函数 . 若 sup ny(w)<oo， 
且 了 的 大 范围 聚 值 集 Cn(f) 包含 一 个 ( 非 退 化 的 ) 连 续 统 y, 则 存 
在 有 的 非 紧 好 子 域 4, 使 其 满足 下 面 两 条 件 : 

(i) 函数 了 关于 4 的 相对 理想 边界 的 大 范围 聚 值 集 C,(f1,) 
包含 y 的 一 个 子 连续 统 ; 

(ii) 除去 一 可 能 的 全 不 连通 之 例外 集 外 , 在 1(4) 上 有 

ny ,(w) 三 const. . 

证 记 m=sup wy(w). 显然 y 的 边界 包含 一 无 处 稠密 的 连续 
统 y. 任 取 一 C- 类 点 w€Ey ,根据 $1 引 理 1, 存在 一 足够 小 的 
e>0 使 得 0Gww,e)\y 非 连通 .于 是 六 '[OGwo,2)] 必 有 一 非 紧 分 支 
4 使 得 了 关于 它 的 相对 理想 边界 的 大 范围 聚 值 集 C,,(f1,,) 包含 
y 的 一 子 连续 统 . 若 4 满足 Gi), 则 引 理 得 证 . 否则 0,,(f1,) 至 
少 包含 y 的 一 子 连续 统 y' 使 得 mmf(4) 天 好 . 于 是 , 如 果 任 取 
一 点 w.Ey 门 fC41) 和 足够 小 的 2 之 0, 使 得 0Cwi,ai)\y 是 非 连 通 
的 , 那么 了-'[0Gw1,a1)] 必 有 一 非 紧 分 支 4 使 得 了 的 大 范围 聚 值 
集 C4,(F1,,) 包含 的 一 个 子 连续 统 , 而 且 sup mW Sm—1, 如 
果 和 ;满足 (i)， 则 引 理 得 证 .否则 只 要 重复 上 述 过 程 不 超过 m 一 2 
次 即 可 得 R 的 满足 和 (i) 的 好 子 域 4 1 

引 理 4 设 RUa 是 一 馈 边 Riemann 曲面 , 其 边界 a 为 紧 致 . 
又 设 w=f(7) 是 RUa 上 的 非常 数 半 纯 函数 , 且 sup ny(w) 过 oo. 

(i) 若 Cn(f) 是 全 不 连通 集 , 则 存在 R 的 非 紧 好 子 域 4, 使 得 
了 关于 4 的 相对 理想 边界 的 大 范围 聚 值 集 C4(f|,) 仍 是 全 不 连通 
的 , 且 在 f(4) 上 有 nl,(w) const. 

(iD 车 Ca(f) 是 一 非 X- 可 去 集 , 则 存在 R 的 非 紧 好 子 域 4， 
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使 集 { w | wo 一 0， w€E 7(4)}) 是 一 非 X- 可 去 集 ， 即 fl, 不 覆盖 
一 个 非 X- 可 去 集 . 

证 GQ) 设 m=sup wy(w). 取 一 wE€ECr(f) 及 其 足够 小 的 好 邻 
域 C, 使 得 G 的 边界 o 为 紧 致 的 、o 站 Cx( 有 = 多 且 三 '(c) 的 任 
意 非 紧 分 支 4 都 与 a 不 交 . 车 fF'(G) 没有 满足 要 求 的 非 紧 分 
支 . 则 取 其 一 , 并 记 为 4. 于 是 存在 wEcCx(f) 使 得 六 (ooD) 站 4 
非 空 有 恰好 含有 个 点 (0<k<m). 取 点 wi 的 一 足够 小 的 边界 o 
为 紧 致 的 好 开 邻 域 G1, 使 得 ofCn(f)== 多 , 且 "(G1) 恰好 含有 
包含 于 4 中 的 个 紧 致 分 支 . 男 外 , 显然 f"'(G1) 至 少 含有 一 包 
含 于 4, 中 的 非 紧 致 分 支 和 使 得 sup rn，(w) 坊 m 一 h。 如 果 和 4 也 不 
满足 要 求 , 那么 必 存 在 一 wz€ Cn(f) 使 得 f'Gww) 门 4: 非 空 且 含 有 
不 超过 m 一 k 个 点 ， 只 要 重复 上 述 推理 过 程 不 超过 m 一 + 一 1 次 即 
可 完成 证 明 . 

(ii) 车 Cn(f) 包含 一 连续 统 , 则 由 引 理 3, 可 得 (ii) 成 立 , 若 
Cn(J) 是 全 不 连通 集 ， 则 根据 8 1 引 理 3, Ca( 了 ) 中 的 X- 不 可 去 点 
是 一 不 可 数 的 紧 致 集 , 将 其 全 体 记 为 2(f). 对 集 C%f) 进 行 类 似 
于 (i) 中 证 明 的 推理 即 可 知 (i) 成 立 ，1 

类 似 地 , 可 以 证 明 

引 理 5 设 w=f(p) 是 RUa 上 的 非常 数 单 值 半 纯 函 数 ， 若 
存在 R 的 一 个 好 子 域 4, 使 得 除 一 非 空 的 全 不 连通 之 例外 集 外 ， 
在 f(4) 上 wi,(w) 三 const. <co, 则 存在 R 的 边界 为 紧 致 的 非 紧 好 
子 域 4， 使 了 关于 4 的 大 范围 聚 值 集 C,(f1,) 是 全 不 连通 的 . 

由 引 理 3、4、5 可 得 

定理 2 设 RUa 是 一 灸 边 Riemann 曲面 , 其 边界 a 为 紧 致 . 
又 设 w==f(7) 是 RUa 上 的 非常 数 半 纯 函数 ,上 且 sup ny(w) 二 oo. 
则 存在 R 的 一 非 紧 好 子 域 4, 使 得 在 f(4) 上 有 


mi,(w) const. < co. 
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且 若 Cn(f) 是 全 不 连通 的 , 则 CCfl) 与 Ca(f) 或 同 为 X- 可 去 
集 、 或 同 为 非 X- 可 去 集 . 


6. Iversen 性 质 


定义 2 设 RUa 是 一 饶 边 Riemann 曲面 , 其 边界 a 为 紧 致 . 
又 设 8 是 RUa 上 的 非常 数 单 值 半 纯 函 数 w=f(7) 所 产生 的 覆盖 
在 好 球面 上 的 Riemann 曲面 . 称 了 具有 关于 R 的 理想 边界 8 的 
Iversen 性 质 ,或 称 @ 具有 Iversen 性 质 , 如 果 了 满足 条 件 a) 和 b)， 

a) 了 非常 数 ; 

b) 对 于 迪 球 上 的 任 一 圆 盘 0, 若 它 满足 条 件 fa) 们 ! 一 好 
和 CRB) 0 天 杂 , 则 广 '(D) 的 任 一 分 支 了 都 使 得 UNfG7) 在 V 内 
是 全 不 连通 的 , 即 VU\(V) 不 包含 任 一 连续 统 . 

设 R 是 的 子 区 域 , 其 边界 w :=3B 紧 致 , 且 R Ue 也 
是 非 紧 镀 边 Riemann 曲面 , 还 有 , 及 的 理想 边界 fr 是 6 的 子 集 ， 
将 RUa 上 的 单 值 半 纯 函数 w=f(7) 在 R Ua 上 的 限制 记 为 也， 
我 们 称 f 具有 关于 p 的 局 部 Iversen 性 质 , 或 称 B 具有 
局 部 Iversen 性 质 , 如 果 f 还 满足 条 件 : 

c) 不 仅 了 具有 关于 R 的 理想 边界 8 的 Iversen 性 质 , 而 且 了 了 
具有 关于 R' 的 理想 边界 pr 的 Iversen 性 质 . 

显然 , f 具有 关于 B 的 Iversen 性 质 未 必 具 有 关于 6 的 局 部 
Iversen 性 质 . 例如 , 设 矿 是 ww 球 K:={w||w|oo) 的 具有 有 限 
支点 的 两 叶 完 全 膝盖 面 又 设 U 是 ww- 球 上 的 圆 盘 , 使 得 W 盖 在 
其 上 的 部 分 是 两 个 相对 紧 的 单 叶 岛 Vi 和 Uz. 将 Ul 和 Us 在 WW 上 
的 相对 边界 分 别 记 为 a 和 Bp. 置 RW\U1UU2. 那么 RUa 是 一 非 
紧 镶 边 Riemann 曲面 ,其 边界 a 为 紧 致 的 , 而 8 可 看 成 它 的 理想 
边界 . 将 W 映 上 w- 球 的 自然 投影 在 RUa 上 的 限制 记 为 f, 则 了 
是 RUa 上 的 一 半 纯 函数 , 但 显然 具有 关于 8 的 Iversen 性 质 但 不 
具有 关于 8 的 局 部 Iversen 性 质 . 
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但 对 于 开 ( 非 锐 边 )Riemann 曲面 而 言 ，Iversen 性 质 与 局 部 
Iversen 性 质 是 等 价 的 . 


7. 关于 Iversen 性 质 的 Stoilow 原理 


设 RUa 是 一 非 紧 灸 边 Riemann 曲面 , 其 边界 a 为 紧 致 ， 又 
设 w=f(p) 是 RUa 上 的 非常 数 单 值 半 纯 函 数 . 如 果 Cn(J) 不 是 完 
全 的 , 那么 将 K\Ca(7) 的 全 体 分 支 记 作 (WW);, 而 且 , 对 于 每 个 i， 
将 Wi\f(a) 的 全 体 分 支 记 作 {Wi} 

显然 , 若 mcEm， 则 mwERCPDU4CPD， 即 得 w(o)<co. 
根据 引 理 2，xw 是 的 连续 点 .因此 , wj 在 Wj 上 是 连续 的 , 从 而 
my(Wi) 为 连通 集 . 但 wy 只 取 非 负 整 数值 , 故 有 非 负 整数 w 使 得 


wlw, 三 Nip 


将 略称 为 Wi 的 度数 . 


引 理 6 设 w=f(p) 是 RUa 上 具有 局 部 Iversen 性 质 的 非常 
数 半 纯 函数 . 车 点 woE WiNCa), 则 wo 逐一 1 

证 ”只 要 证 明 wyCwo) 关 nj， 否则 , 假设 w(oo) 一 由 记 一 ww 
并 设 三 tm)=1 {p10… ,Pr}， 如 引 理 1 证 明 中 的 第 (2? 部 分 那样 取 忆 
和 {WV}. 注意 到 woE ai OO CCcn(Cf， 则 广 '(X) 有 一 非 紧 
分 支 了 不 与 UV 相交 . 又 了 具有 局 部 Iversen 性 质 , 故 UNTCGP) 


是 全 不 连通 的 . 从 而 VW 人 fCV) 非 空 . 若 任 取 其 一 点 w， 则 有 
人 '(w) 之 n 十 1, 了 矛盾， 从 而 Cv) 一 1. 1 


定理 3 设 RUa 是 一 非 紧 灸 边 Riemann 曲面 , 其 边界 a 为 
紧 致 的 . 又 设 w=f(z) 是 RUa 上 的 非常 数 半 纯 函数 . 那么 

(i) 聚 值 集 Cx(f) 是 全 不 连通 的 当 上 且 仅 当 sup ny(w)<oo, 且 了 
具有 关于 8 的 局 部 Iversen 性 质 . 

(ii) 车 Ca(f) 是 全 不 连通 的 ， 则 Cx(f) 二 4a(7). 

证 GD) 充分 性 由 引 理 3 可 得 . 
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必要 性 . 因为 C:(f) 是 全 不 连通 的 ， 所 以 K\Cn(f) 是 连通 开 
集 ， 将 K\Cr(f)\f(a) 的 全 体 ( 有 限 个 ) 分 支 记 作 (WW)},. 设 记 为 
WW 的 度数 , 则 sup wy(w) 二 max w < oo. 至 于 了 具有 关于 有 的 局 部 
Iversen 性 质 是 显然 的 . 

(ii) 设 wwE Cr(f). 不 妨 设 woEfla)， 因为 Ce(f) 是 全 不 连通 
的 , 所 以 可 在 球 K 上 取 一 边界 为 解析 Jordan 曲线 o 的 足够 小 的 
单 连通 区 域 U 使 得 o 站 f(a) = 多 . 那么 广 '(U) 必 含 有 与 a 不 交 
的 非 紧 分 支 7 使 得 wEf(V), 将 中 的 盖 在 CC 上 之 点 从 站 上 移 
去 ,所 余 之 集 记 为 V*. 现在 从 UNCr(f) 内 任 一 点 邮 ( 天 wm) 出 发 取 
一 趋 于 wo 的 弧 线 > 由 于 V' 是 UCn(f) 的 完全 著 盖 , 故 在 V'， 
从 而 在 VV 上 必 有 其 提升 . 于 是 zeE 4x(7). 1 

定理 4 (Stoilow 原理 ) 设 RUa 是 一 非 紧 镶 边 Riemann 曲 
面 , 其 边界 a 为 紧 致 的 ， 又 设 w=f(7) 是 RUa 上 的 非常 数 半 纯 
函数 ， 目 具有 局 部 lversen 性 质 , 则 f 必 满足 下 面 两 条 件 之 一 ; 

(Gi) Cx(f) 是 完全 的 , 即 Cx( 有 =K:={w||w|<o0}; 

(ii) Cn(f) 全 不 连通 、 其 每 点 都 是 渐 近 值 , 即 Cn(f) 二 4n( 人 7). 
又 , 在 K\Cn(f)\f(a) 的 每 个 分 支 上 ny 都 取 一 有 限 常数 值 . 

证 采用 本 段 开头 的 记号 . 假设 Cx(f) 既 非 全 不 连通 的 , 也 
非 完全 的 ,下面 将 导出 矛盾 . 

据 假设 , 存在 某 个 WW 其 边界 包含 一 连续 统 y ， 于 是 有 某 个 
Wi 使 得 WWi\f(a) 包含 y 的 一 子 连续 统 将 Wi 的 度数 坟 记 为 
n, 由 C- 类 点 在 y 中 是 稠密 的 , 故 可 取 一 C- 类 点 ww€Ey 使 得 

m: = max nw) = nwo). (1 

根据 引 理 6, 有 mn 一 1. : 

类 似 于 引 理 1, 记 三 'Coo) 二 (po0… Pr} ,KSm。 取 一 以 wo 为 
心 的 足够 小 的 开 圆 盘 UV 使 其 满足 : 

a) U\y 非 连通 , 故 Vmny 包含 一 连续 统 ; 
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b) 了 7'(V) 有 * 个 相互 不 交 的 紧 致 分 支 {Ti)t_, 使 得 
PEVATVNaA= YG, 1<i<h. 

c) 并 集 UT 被 盖 VU 的 每 一 点 止 好 m 次 , 其 中 重点 按 重 次 计 
算 . 但 广 '(0) 必 有 非 紧 致 分 支 , 取 其 一 并 记 为 Y， 由 Iversen 性 质 
可 知 UNf(GY) 或 为 空 集 或 为 全 不 连通 集 . 对 照 条 件 a) 可 得 

f07) NN ON(o)) A GD. 

故 存 在 点 wEJN{an} 使 得 wEfG)， 从 而 yw) 写 m 十 1 与 式 
(1) 矛 盾 . 

定理 的 其 余 结论 由 定理 3 和 引 理 6 可 得 之 .| 

定理 5 设 RUa 是 一 非 紧 镶 边 Riemann 曲面 , 其 边界 a 为 
紧 致 的 . 又 设 w=f(p) 是 RUa 上 的 非常 数 半 纯 函数 , 且 具 有 局 
部 Iversen 性 质 . 又 设 6E B.CR)， 则 了 必 满 足下 面 两 条 件 之 一 : 

(i) Cx(1,5) 是 完全 的 ; 《iD Ca(f,6) 由 单 点 组 成 . 

证 设 (GE! 是 5 的 一 代表 列 , 并 记 a 二 00.. 则 有 

RIOG. IDG.U oO. 
于 是 Cx(f,0) = 二 fCG.)， 又 置 所 = 了 lauo， 则 显然 
Ca(f, 5) C Ce (fp CFG), 

其 中 及 是 G.Ua, 的 Stoilow 理想 边界 .从 而 

Gas BY I Coan Faris bers), Cn) = Cod,p). 
将 Stoilow 原理 用 于 Cs,(f.,B.) 可 知 Cx(f,6) 或 为 全 不 连通 或 为 完 
全 . 在 前 一 情形 下 , 由 于 Cr(f,5) 是 连通 的 , 故 必 为 单 点 .1 
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3$3 修正 Green 函数 


1. 双 极 调和 函数 


设 R 是 一 盖 在 复 = 球面 上 的 开 Riemann 曲面 ，{ 及 }s。 是 其 
穷尽 列 , 其 中 每 个 及 的 边界 忆 由 有 限 条 解析 Jordan 曲线 组 成 . 
假设 Ro 是 单 叶 圆 盘 : {z||z| 过 p< 过 1}, 而 ={z|1z| 二 pp} 又 设 
g.(z,0) 是 及 的 Grccn 函数 ， 

gu(zy0) = log 7 四 | 十 ox(z)， (1) 
其 中 ww(z) 在 z=0 调和 , 而 w(0) 是 Robin 常数 置 
M,. = max gu(z,0)， 2) 一 M, — g.(2,0), 
| (2) 
mm(z) = g.(2,0) — M, — log Ta’ 
则 4 之 0, 且 根 据 最 大 值 原理 ， 
uz2) >0, VzERNR (n> 1). (3) 

由 于 在 T。 上 ww, 之 0, 且 在 某 点 wa€E Th 处 wwo) 二 0, 则 显然 有 
Wi(20) 一 (20) 之 0 又 由 于 (2) 一 w(z) (mn 之 2) 在 Ri 内 是 调和 的 ， 
根据 最 大 值 原理 , 则 max (uz) 一 w(z)) 之 0, 或 

us 四 < max (2) = Mi (4) 


根据 Harnack 不 等 下 对 任 一 与 这 距离 为 正 的 A\h 的 子 曲面 8， 
存在 仅 与 8 有 关 的 常数 K 使 得 若 R.(n 宇 m) 包含 89, 则 

lw(z)| = lg) — MESK, V2ER. (5) 
由 于 {2z||z| 过 pi} Cm 之 p' 过 1) 包含 于 Ri 中 , 则 在 {z||z|=p'} 上 
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jw(a| < lg(z,0) — M,| + log 再 去 K 十 log (6) 


又 由 于 w(2) 在 {z11z| 志 pi'} 调和, 根据 最 大 值 原理 , 式 (6) 
在 (zl|1z| 委 pl)》 上 也 成 立 . 因此 


IC9| = Ia0) — Ml SK +iog 二 . 


由 (5) 得 
1g.Cz,0) 一 oC0)1 
SnD) — M+ IM oD) SK +iog tT | 人 


在 9 内 成 立 . 故 在 {z||z|=p'} 上 
J - 二 2log 工 
|g.Cz,0) 一 ay(0) — log 四 1 委 2K 十 2log pee 


显然 上 式 左边 在 {z| 1z|<pi} 调和 , 则 上 式 在 {z|]z|<p'} 上 
仍 成 立 ， 又 由 于 上 式 左 边 在 * 一 0 处 为 0, 故 在 {z||1z| 委 mm) 上 


[p20) — ol0) — og | Seonst, la -12 
从 po 二 0 的 任意 性 可 得 


定理 1 设 { 思 )>, 是 赣 盖 在 复 2- 球 面 上 的 开 Riemann 曲面 R 
的 一 穷尽 列 , 而 8 是 与 z= 二 0 距离 为 正 的 R 的 紧 子 曲 面 , 那么 存 
在 仅 与 8 有 关 的 常数 所 :=K 使 得 若 包含 2, 则 

1g(z,0) — oO0)| SK, V2€E RQ, n>nm, 
且 当 |z| 委 m 时 
lc0 — Iog TH — 0)| const. |z|, (n= 1,2,.°). 

由 此 可 见 , 可 从 {g,(z,0)} 中 选 一 子 列 ( 仍 采用 原 记 号 ) 使 得 

其 在 A\{0) 上 广义 一 致 收敛 于 某 个 调和 函数 9Cz,0), 即 
lim(g.(z,0) 一 (0)) 一 9(z,0)， (1) 
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目 5(2,0) —log 证 在 :=0 处 调和 并 取 值 0 于 是 有 


定理 2 设 是 一 敌 盖 在 复 = 球面 上 的 开 Riemann 曲面 ， 则 
对 任意 点 zxER, 存在 在 AN{z} 调和 的 函数 9(z,z0)，, 使 得 
gz,20) — log Fa 
在 %% 处 调和 并 取 值 0. 
注 如 果 存在 Green 函数 g(z,zo), 那么 
g(z,20) = g(2,20) — w(20), 
其 中 o(zo) 是 R 在 2 的 Robin 常数 . 
定理 3 设 R 是 一 米 盖 在 复 >- 球面 上 的 闭 Riemann 曲面 又 
设 :==0、zo( 关 0) 是 R 上 的 两 点 , 若 设 9(z,0) 是 开 Riemann 曲面 
RN{z) 上 具有 定理 2 所 述 性 质 的 函数 , 则 9(z,0) 在 ww 点 有 对 数 
奇 性 一 log -1， 并 使 得 3(z,0) 十 log Tz 在 二 处 调和 ， 
因此 , 如 果 F 是 闭 Riemann 曲面 , 那么 对 其 上 任意 不 同 的 两 
点 za 存在 PN\{zvz} 内 的 调和 函数 , 使 得 在 z1 处 具有 对 数 奇 
性 log -51 而 在 处 具有 对 数 奇 性 一 log [5 
证 设 4:=={z||z 一 ;| 过 m) (m1 之 7 之 … 之 n>0) 是 以 如 为 
心 的 闭 圆 盘 列 . 置 R= 二 RA\4., 则 人 及) 是 RNa) 的 一 穷尽 列 . 又 设 
g.(z,0) 是 及 的 Green 函数 , 则 通过 选择 适当 的 子 列 可 以 假设 
lim[g(z,0) 一 w(0)] 一 52z,0)， (CD 
记 > 一 a=re", 因 5(z,0) 在 {z|0<<|z 一 za| 委 > ) 调 和 , 故 可 表 成 
jz,0) = log7 + aot Dam' am eos ko 
=| (2) 
+ Dr tbr sn, 0<ren. 
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log 7 的 系数 之 所 以 等 于 1 是 因为 : 当 p>>0 足够 小 时 , 考虑 以 两 
圆周 {z||z|==p} 和 {z|1z 一 2|==71) 为 边界 的 R 的 子 区 域 即 可 得 
log 7 的 系数 等 于 
= 
2 a PO 去 |], :|= ee si 
又 由 于 %(z,0) 在 {z|n, 志 |z 一 ln } 调和 , 故 对 任意 7E€ [rr 
g.(2,0) — (0) = log 7 十 al 


(3) 
十 Se J 十 qr)eos Kk0 十 So 2 bn)sin | 
与 (2) 相 同 ， 这 里 log 7 的 系数 等 于 1. 现在 , 由 (1) 得 


lim af 一 ao， lim ae = ost lim bY) = bre (4) 


由 于 在 {z|1z 一 zo|==7,} En 0) = 0， 可 得 
log mw 十 ago =— (0), a 二 +a)r = 0, 
ph | & 
brt + br = 0. 
根据 (4), oa? 和 办" 都 有 界 . 而 当 w->oo 时 7>0, 故 由 (5) 得 
aq- 二 lim a 四 二 0， 5-4 二 lim 5b 二 0.。 由 此 可 见 


9(z,0) 一 logr 十 oo 十 > acos k0 十 psin KO) 六 


即 得 5(z,0) 一 log > 一 5(z,0) 二 iog Tz 在 处 调和 | 

注 “事实 上 可 以 证 明 lim [gz,0) 一 (0)] 存在 ,所 以 不 必 
从 to(z,0) 一 w(0))》 取 子 列 ， 

2. 基本 引 理 


引 理 1 设 8 是 一 盖 在 复 = 球面 上 的 开 Riemann 曲面 设 
{R.} 呈 ,是 R 的 一 个 穷尽 列 , 而 是 RR, 的 边界 , 其 中 Ro 是 一 包含 
点 z=0 单 叶 圆 盘 . 又 设 .Cz,6) 是 及 的 Green 函数 ,而 (6) 是 
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及 关于 点 “的 Robin 常数 . 那么 有 

(i) 设 闭 圆 盘 4: 王 0OCcoyp)》 《po 之 0) 包含 于 及 (xxo) 之 中 ， 
则 对 任意 5“E 4o, 存在 仅 与 由 有 关 的 常数 天 :一 天 (4o) 使 得 

|o(6) 一 o(601 委 天 1 一 人 | Gm). 

(iD 设 吕 是 的 一 紧 子 域 , 它 与 闭 圆 盘 4 的 距离 为 正 的 ， 则 

对 任意 zE 8、6E hh, 存在 仅 与 8 .4 有 关 的 常数 Ki 使 得 
gz) 一 gz)| SKIS— Gl Cn). 
证 设 pp 过 <p: 过 pp 对 应 于 ;一 0,1,2, 分 别 置 
4= {zl|lz— élp}, C={z|lz—sl=p). 0) 

又 设 闭 圆 盘 4 包含 在 RR 之 中 , 且 9 在 4 之 外 . 如 果 gs,(z,6) 是 
小 的 Green 函数 , 是 5E4, 则 
应 一 (人 一 6o)(z 一 如 ) 


516) 一 log| — 6) (2) 
设 水 包含 于 及 CC) 之 中 . 对 6€ 4 (Ceo) 置 
有 (9 = mx Te — 060)], ey 
wu(z) = M.(é) 一 四 3 可 [oz ACRAORE 
M6) = mx fe Laie — 0,6260)], es 


(2) = MS) — Tales) 90,60)]. 


可 以 假设 M.(6) 宇 0, 否则 只 要 在 函数 9.(z,6) 一 gCz,60) 和 
gs,(2,6) 一 gs《z,60) 中 将 5 和 交换 即 可 . 
由 于 在 C1 上 wz) 之 0, 而 由 于 在 几 上 w(z) 一 MG) 过 0, 根 
据 最 大 值 原理 ， 
uz) 0, V2zE RM (5) 
又 由 于 在 C, 上 wu(z) 宇 0, 而 在 某 一 点 maEC, 处 w(z0) 王 0, 所 
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以 uz0) 一 w(z1) 实 0. 显然 ua(z) 一 w(z) 在 4 是 调和 的 , 根据 最 大 
值 原理 ， max[u(z) —u (z)] 宇 0, 故 


Mi DS Ta u(z) = MG) < Kdo). (6) 
根据 0) (6) 和 ek 用 
lwC2)|= |M.(6) FE 一 Lo.) 9.(z,60)]| 
< K(Q,4o), 2€E Q,6E dh (7) 


因此 ， 


1 
we 一 到 一 zl (216) - -log 一 | dl — gx(z,60) i 
+ hog oa] |<x(), vs€ on VsE a 


由 于 上 式 左边 在 4 内 关于 z 是 调和 的 , 故 (8) 对 zE 4: 成立, 从 
而 在 > 一 如、 处 有 


| 一 避 可 [ro log Ee gy Geo] )|<xew, 
i a m6,60) + log Taal) |< KC 
由 此 可 得 

[a — 全 人 各 | < K(4o) (9) 


| 一 ac 一 站 rc 一 到 一 wj 
委 K(4o)16 一 如 |. 
a0) 
根据 定理 1， 


|g.Cé0,6) 一 log Ta — oe) | CKD TE — ool. 
再 根据 (10)， 
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[IO) — os) IER — 6), VE4 (UD 
又 由 (9) 有 |M.C6)| 志 KC40). 根据 (7), 对 任意 z€E98、sE€4ho 
[LACHSACHAYIE <A CVA | 


3. 修正 Green 函数 
设 Bo、 9 是 包含 于 R(x 之 m) 之 中 的 下 的 两 个 不 交 的 紧 子 曲 


面 . 那么 , 根据 引 理 和 Borel 有 限 材 盖 定 理 , 对 任意 * 之 0, 存在 实 
数 5; = 二 6C(Q,8,e) 和 人 四 一 IC9oe) 满足 下 列 条 件 (1) 一 (3) : 


|g.C2,61) — 9.(2,62)| < 人 | a) 
当 zE 9， 6 E os, 62 € oo, [5 — 6 < 

|9.(21,6) — 9.(22,6)| < es } (2) 
当 E € WY, 2 € WR, rE BD, |z— | =o 


|@(6) — (62)| < e, | (3) 


当 6, € Ys 和 ER lc 一 后 | 雪耻 
因此 , 如 果 假 设 :==0 属于 R, 则 
(zy6) = gz2,6) 一 (0) (4) 
关于 zE 9、6E 9 是 等 度 连续 的 . 下 面 将 证 明 %4(z,6) (rEN) 关 
于 z€E9、6€E 9 是 一 致 有 界 的 . . 
设 6eEg 是 一 固定 点 , 而 上 2、zE28, 则 
[5.2,6)| < 192,6) — gCz,60) | (5) 
十 |9.(2,60) 一 (60) | 二 [660) 一 wx(0) | 
对 ==1,2,3,…, 根据 (1)，|g.(z,6) 一 9.(z,60)1 关于 zEQ、 
<E 9o 一致 有 界 ; 根据 定理 1，|g%(z,6o) 一 (io)| 关于 z€E9 一 致 
有 界 ; 根据 (3) ，|w(co) 一 wx(0)| 也 是 一 致 有 界 的 ， 所 以 9.(z,6) 
关于 >E9、5E 9 是 一 致 有 办 的 . 由 此 可 以 从 {9%(z,6)} 选 一 子 
列 (仍然 记 为 { 冰 (z,6)》) 使 得 极限 
lim 9.(2,6) = 9(2,6) (6) 
存在 , 县 其 收敛 关于 z€E 8、6E 2 是 一 致 的 ,再 次 从 {9.(z,6)} 选 
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一 子 列 《〈 仍 用 原 记号 ) 使 得 对 于 固定 的 5ER, 式 (6) 在 RN{6} 上 关 
于 2z 为 广义 一 致 收敛 的 ; 对 固定 的 :ER, 式 (6) 在 RN{z} 上 关于 “ 
为 广义 一 致 收敛 的 . 因此 , 对 固定 的 6, 9.(z,6) 是 z( 关 6) 的 调和 
函数 ; 对 固定 的 z, %(z,5) 是 “( 天 z) 的 调和 函数 . 

由 9g.(z,6)==g.(6,z) 即 得 


hz,6) = $5.6,2). (7) 
设 h 是 RR 上 的 单 叶 圆 盘 , Co 是 其 边界 圆周 . 对 > 上 E 4ho, 置 
X216) = 9.216) — (0) — log 二 a (8) 

则 %(z,6) 分 别 关 于 z 和 < 在 4 内 缘 调 和 , 由 于 对 国定 5E 4， 
lim X26) = X46) = 080) — lo8 Ta 9) 


存在 , 且 其 收敛 在 Cs 上 关于 z 是 一 致 的 , 故 式 (9) 在 上 关于 = 
一 致 成 立 . 因此 , 对 固定 5E 4o, XCz,6) 在 加 上 是 = 的 调和 函数 ; 
而 对 固定 zxE 4o,X(z,6) 在 上 是 “ 的 调和 函数 ， 于 是 有 


定理 4 设 眉 是 一 盖 在 复 =- 球面 上 的 开 Ricemann 曲面 则 R 
上 存在 函数 9(z,6) 满足 下 面条 件 : 

(i) 对 固定 6, 函数 9(z,6) 关于 变量 > ( 取 6) 是 调和 的 ; 对 固 
定 的 z, 函数 9(z,6) 关于 变量 6( 取 2) 是 调和 的 . 

(ii) 设 是 R 上 的 单 叶 圆 盘 , 置 


2,6) = log 1 td, YasEh 


则 对 固定 的 《E 4o, 函数 x(z,6) 在 ho 上 关于 变量 > 是 调和 的 ; 对 
固定 的 zE do, 函数 X(z,6) 在 4。 上 是 关于 变量 6 是 调和 的 . 

(iii) 9(2,6) =9(6,2). 

称 9(z,6) 为 R 上 以 为 其 极点 的 修正 Green 函数 . 
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4 双 对 数 奇 性 的 位 势 函数 


定理 5 设 有 是 覆盖 在 复 =- 球面 上 的 闭 或 开 Riemann 曲面 ， 
而 4 和 名 是 好 上 的 两 点 则 ER 上 存在 函数 u(z,61,62) 使 得 ， 
(iD u(z,61,62) 是 > ( 取 61,62) 的 调和 函数 . 而 且 


u(z361,62) 一 lo8 | 在 > 一 和 处 调和 ; 


ulz;61,62) +log Te 在 z==6s 处 调和 . 
Gi) 设 吕 是 RR 的 包含 点 4 和 6 的 单 连通 紧 子 曲面 , 其 边界 
是 一 解析 Jordan 曲线 . 则 4 A\Q 上 的 Dirichlet 积分 有 限 ， 且 
关于 8 的 边界 也 之 内 法 向 v， 


DaoLu] i u 二 ds. 


(Giii) xz 在 A\8 上 为 有 界 . 让 T 上 lzl<M, 则 在 A9 上 
也 有 lM. 
证 为 简便 起 见 , 不 妨 设 6 和 6 都 不 是 R 上 的 支点 . 
首先 设 R 是 一 开 Riemann 曲面 . 则 
ulz;61,62) = 9(2,61) 一 9(z,62) (1) 
满足 条 件 (i). 为 证 (i), 设 {R.)%, 是 的 一 个 穷尽 列 , 而 到 是 及 
的 边界 , 其 中 8CR. 之 mo). 置 
Us = U2361562) 一 ge(z,61) — 9.(2,62) 
= [g(z,6) 一 (0)] 一 Lg.Cz,62) — oa(0)], 
其 中 9, 是 R 的 Green 函数 根据 (1) 
lim WZ3C1,62) = uz361,62). 


由 本 在 刀 上 xu=0， 故 pas[o] 一 | 类 qs ,所 以 车 m<<n, 则 


Dee[x] < Drvlu] = wh eas. 
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令 n>o0，, 然后 令 m 一 co， 则 得 
Darou [EE 多 ds. (2) 
现在 假设 在 站 上 |u| 二 M, 下 面 证 明 AQ 上 也 有 |u| 志 mM. 
由 于 lu| 在 RNS 是 下 调和 的 , 且 在 1 上 二 0, 故 在 RN9 
上 有 lu|maxlw|, 即 知 在 AQ 上 
lul < maxlul. (3) 


其 次 ,如 果 R 是 闭 Riemann 曲面 , 可 以 从 R 上 移 去 一 点 a， 
而 后 构造 出 开 Riemann 曲面 RN\{z) 上 满足 条 件 GD 一 (ii 的 函数 
ulz361,62). 那么 4 在] 的 邻 域内 是 有 界 , 从 而 是 调和 的 , 故 * 满 
足 定理 的 条 件 . 上 

设 .61 是 Riemann 曲面 ** 上 的 两 点 , 但 不 是 的 支点 . 现 
用 一 不 通过 的 支点 的 解析 弧 C: z 二 z(t) 0! 过 1)，, 连接 61、6:， 
其 中 z40)=61、z(1) 二 4, 且 规 定 C 的 正方 向 为 对 应 于 上 增 大 的 
方向 , 而 C 的 正法 向 "规定 如 下 : 若 将 " 按 逆 时 针 方向 旋转 r/2， 
则 "与 C% 的 正切 向 重合 . 

设 0 为 双边 的 ,将 与 正法 向 同 侧 的 一 边 记 为 C, 而 另 一 边 记 为 
同时 将 每 一 点 zxEC 看 成 两 点 ,属于 C、C 者 分 别 记 为 z、z 

定理 6 设 正 是 一 覆盖 在 复 -球面 上 的 闭 或 开 的 Riemann 曲 
面 . 设 4 对 是 尺 上 的 两 点 , 但 不 是 了 的 支点 , 则 存在 Kf 上 的 函 
数 "(z;6%6z) 满足 条 件 : 

(i) vlz;61,62) 是 F\{C) 上 关于 变量 z 的 单 值 调和 函数 , 且 使 
得 对 于 任 一 点 zxEC 

2(2360962) 一 vz36162) = 27. 
因此 » 可 被 越过 C 延 拓 成 * 上 的 无 限 多 值 的 调和 函数 ， 
v(z;61,62) 一 arg(z 一 6) 在 :> 一 6 处 调和 ， 
w(z361,62) 十 arg(z 一 62) 在 z 二 52 处 调和 . 
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(ii) 设 3 是 天上 的 包含 4、ez 的 一 单 连通 紧 子 曲面 ,其 边界 
是 一 解析 Jordan 曲线 T 则 ww 在 F\Q 上 的 Dirichlet 积分 有 限 ,县 
Dre[ 中 ] 委 的 gs, 
其 中 是 一 关于 8 的 内 法 向 . 
Giii) v 在 F\Q 上 是 有 界 的 . 上 且 若 在 TT 上 "| 入 M, 则 在 FA 上 
也 有 lv|<m. 
证 首先 设 F 是 一 开 Riemann 曲面 . 对 任意 zEF\C，, 置 
oe) = [Glee = sl (0 


则 "是 FNC 上 的 单 值 调和 函数 . 

设 ma=z(t) (0 过 4 过 1) 是 C 的 一 点 ,而 UV: 二 0(zo,p) 是 其 不 
包含 62 的 单 叶 圆 邻 域 . 若 p 二 0 足够 小 , 则 圆周 {z| 1z 一 zo| 二 p} 
与 C 必 相 交 于 两 点 41==z(41) ,zx2 二 z(tz) (<to<t)， 

又 设 zxEU、5EU， 

ba,6) = log 到 二 可 十 Xe， (2) 
则 根据 v 的 选取 ,对 任意 zEUNC， 
vw(2361,62) = 上 3 lael [a arg(z — ¢) 


Ce16) (26) 
十 人 2 的 十 | 党 和 16 (3) 


由 于 除 [Me arg(z 一 6) 外 所 有 的 项 都 在 a 处 连续 , 故 易 得 


v236162) — 22361562) = 2rr (4) 
由 此 可 知 w(z;61,62) 一 arg(z 一 61) 在 {z10 过 |z 一 51 之 p}) 内 是 关于 
z 的 单 值 有 界 调和 函数 ,所 以 在 z=6' 处 调和 |. 
类 似 地 ， v(z;C162) 二 arg(z—62) 在 z=62 处 调和 , 故 G) 得 证 . 
为 证 明 (i) , 设 {F.}2o 是 的 一 穷尽 , 其 中 每 个 FP. 的 边界 为 
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及 记 %Cz,6) 是 及 的 Green 函数 . 现 将 C 分 成 个 长 度 相等 的 弧 
眉 4s, 而 (二 1,2,…,N) 是 其 分 点 ,其 中 如 二 61、 4 二 6z. 又 设 
om 是 C 在 总 处 沿 止 法 向 。 的 单位 向 量 . 置 

wz361,62) >3: gz 和 十 ee 一 [NCO 6> 0. (5) 

i 

于 是 

lim im lim Ges61,62) = | eS dl = oa361,62). 
由 于 在 上 以 =0, 则 

prote J Spee = | es mn. 

所 以 车 依次 令 5->0.N>oown->oowm>oo, 则 可 得 


pro[s] < | Yas. (6) 


类 似 于 定理 5 的 证 明 可 证 得 (iii). 

至 此 ,定理 关于 开 Riemann 曲面 的 情形 已 得 证 . 车 是 闭 
Riemann 曲面 ,可 从 上 移 去 一 点 a, 则 类 似 于 定理 5 的 证 明 可 证 
得 是 闭 的 情形 .1 

从 上 面 的 证 明 还 可 得 

定理 7 设 了 是 一 覆盖 在 复 = 球面 上 亏 格 ?之 1 的 闭 
Riemann 曲面 , C 是 上 的 一 解析 Jordan 曲线 , 按 上 述 方法 定义 
正 向 ,上 且 C 即 不 通过 的 支点 也 不 将 7 分 成 两 个 不 连通 的 部 分 
则 在 F\C 上 存在 单 值 调和 函数 "(z) 使 得 对 于 任 一 点 zEC 

vz) 一 2(2) 一 1. 
因此 v(z) 可 被 越过 C 延 拓 成 R 上 的 无 限 多 值 的 调和 函数 ， 


5.。 ”Poincaré 定理 
定理 8 (Poincaré 定理 ) 任 一 单 连通 紧 致 Riemann 曲面 必 
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与 复 球面 共 形 等 价 . 

证 设 R 是 一 单 连 通 紧 致 的 Riemann 曲面 . 对 上 不 同 两 
点 as aa, 根据 定理 5, 存在 调和 函数 "使 得 在 = 处 具有 对 数 奇 性 
一 log -1 而 在 处 具有 对 数 奇 性 log 下 -5 

设 :是 共 办 调和 范 数 , 则 对 上 的 任 一 闭 曲 线 C, 有 


人 “du 一 | 3 ds = 2kn. 
其 中 上 为 某 一 个 整数 , 由 此 可 见 函 数 
(zzla) :一 er Hen 
是 单 值 函数 , 有 目 f(zzivz) 一 0，f(zzyz2) 一 cc， 事实 上 , 了 还 是 
单价 的 , 因为 由 4 的 单 重 对 数 奇 性 ， 函 数 


F(z): = fz21522) 一 fts21,22) 
f(z,,22) 


在 ! 和 2 处 皆 解 析 ， 从 而 在 R 上 是 单 值 解析 的 . 由 于 RR 是 紧 致 
的 , 故 PCz) 恒 为 常数 , 于 是 存在 常数 使 得 
f(z,21522) 一 fGtz22) 三 灯 (zvt22) 
由 此 可 见 f(z,z1,z) 一 了 (tz1,z2) 二 0 当 且 仅 当 z 一 上 故 了 是 单价 
的 .于 是 了 将 R 共 形 映 入 复 球面 ， 
若 R 紧 致 ， 则 fCR) 也 紧 致 、 又 R 是 开 的 , 则 f(R) 也 是 开 
的 . 从 f(R) 既 开 又 闭 可 知 fCR) 即 为 整个 复 球面 ,1 


定理 9 任 一 单 连 非 紧 0e 类 Riemann 曲面 R 必 与 复 平面 共 
形 等 价 . 

证 ”应 用 定理 5. 与 定理 8 的 证 明 完 全 相同 , 了 将 R 共 形 映 
入 复 球面 . 由 于 R 是 单 连 非 紧 的 , 则 必 与 复 球面 K 关于 一 连通 闭 
集 y 的 余 集 K\y 共 形 等 价 . 但 由 RE 0 可 得 K\yE 0e. 根据 第 四 
章 8 1 定理 4, y 必 为 单 点 集 因此 K\y 与 复 平面 共 形 等 价 , 从 而 
R 也 与 复 平面 共 形 等 价 . 1 
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$ 4 平面 型 Riemann 曲面 的 共 形 映照 


1 调和 函数 和 解析 函数 延 拓 的 Schwarz 对 称 原理 


设 G 是 Riemann 曲面 R 的 一 好 子 域 , 其 边界 了 由 最 多 可 数 
条 紧 致 或 非 紧 致 的 分 散 的 解析 Jordan 曲线 组 成 . 将 G 关 于 丁 的 
双 倍 面 记 为 .分别 用 站 和 7 表示 CG 和 ?EC 的 对 称 象 . 设 4(p) 
是 定义 在 GUT 上 的 调和 函数 , 日 在 上 恒 取 值 0， 则 函数 

u(7)， 当 7pEGUT, 

uP)， 当 7ECGUT 
是 C 上 的 单 值 调和 函数 . 这 说 明 wu(p) 可 越过 边界 厂 延 拓 之 ， 

设 f(7) :二 u(7) 十 iv(7) 是 区 域 G 内 的 单 值 解析 函数 , 且 在 厂 
每 一 点 上 其 实 部 up) 都 存在 极限 值 0 置 

folp) 一 一 也 DT =— uP) 十 ip(G (ET). 

则 fo(p) 是 内 的 非常 数 单 值 解析 函数 , 且 在 每 一 点 上 其 实 部 
Re fol7) 也 都 存在 极限 值 0. 

对 任 一 点 poET, 设 U 是 po 的 包含 于 6 之 中 的 参数 邻 域 . 若 
记 s(7) 为 w(p) 在 UV 中 的 一 个 共 f 调和 函数 , 则 根据 单 值 性 定 
理 , g(7) :二 w(p) 十 i s(p) 必 为 0 内 的 单 值 解析 函数 ， 如果 置 

Plp)=f(p)— g(r), YrEUVUNMNG, 
那么 可 得 Rer(y) 圭 0， 从 而 f(7) 一 g(7) 夺 41(po) 二 const. .于 是 函 
数 g( 妨 十 41(p) 是 fC7) 在 UV 内 的 延 拓 ， 从 而 对 任意 6ET, 极限 
dimf(2): = f(6) 

存在 , 且 f(6)==g(6) 十 41(po). 同 理 可 证 , 存在 常数 4(zo) 使 得 函 
数 g(p) 十 4:(po) 是 folp) 在 UV 内 的 延 拓 . 故 对 任意 sET, 极限 


w(7) = (1) 
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dim fold) : = fo(6) 


必 存 在 , 而 且 fo(6)==g(2) 十 4z(po). 但 是 ， 由 的 取 法 可 知 在 丁 
上 fo(6)==f(6), 故 41(po) 二 42(po). 于 是 函数 


f(7)， 当 7E€G 
h(7) -| gl7) 十 41(7)， 当 pET 
fo(7)， 当 7E0 
是 6 内 的 非常 数 单 值 解析 函数 , 它 是 fC) 在 内 的 延 拓 . 
由 此 可 见 下 面 两 论点 是 等 价 的 : 
(i) f(7) 是 区 域 6 内 的 单 值 解析 函数 , 上 且 其 实 部 在 也 上 取 极 
限 值 0. 
Gii) f(p) 是 GUT 上 的 非常 数 单 值 解析 函数 . 
今后 常用 到 此 事实 , 


2. 平面 型 区 域 与 复 球面 子 区 域 共 形 同 征 


先 证 明 有 关 单 叶 半 纯 函数 列 极限 函数 的 一 个 定理 , 


定理 1 设 开 Riemann 曲面 R 上 定义 有 一 列 广义 一 致 收敛 的 
单 叶 半 纯 函 数列 {.}, 其 中 每 个 大都 具有 同一 个 (一 级 ) 极 点 ， 若 
{ 妨 }》 的 极限 函数 f(z) 是 非常 数 单 值 半 纯 函数 , 则 f(z) 必 为 单 叶 
的 . 
证 显然 f(z) 也 必 有 具有 同一 个 (一 级 ) 极 点 . 
假设 w=f(z) 不 是 单价 的 , 那么 上 必 存 在 不 同 的 两 点 zo、z 
使 得 fCz0) = 二 f(z1)，, 将 其 记 为 wo, 不 妨 设 wo 闫 oo. 现在 , 取 一 足够 
小 的 正 数 *。 使 得 圆 盘 2: = {w| lw 一 ww|<e} 的 逆 象 六 (2 中 有 一 
单 连通 分 支 只 包含 az 之 一 ,不妨 设 0 是 单 页 的 , zzEU, 且 使 
得 axET. 
由 于 下 (z) 在 0 上 一 致 收敛 于 f(z). 从 而 存在 自然 数 Y, 使 
得 当 n>>N 时 
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[f(z) —f2)|<e/4, VzED. (1) 
于 是 对 任意 6EW 有 
[|f.(O) 一 wl 1 一 种 | 一 IF) — fF(0)|> a/2. (2) 
根据 式 (1) 和 式 (2), 每 个 六 (xz>>V) 都 将 UV 的 边界 2 共 形 映 成 环 
绕 圆 盘 OCw,e/2) 的 闭 曲线 , 有 (zo)E0Gwose/2)， 又 因为 (VU) 
是 单 连通 的 . 故 
f.(U) DD Owo,2/2) (n> N). (3) 
另 一 方面 ,由 于 f(z1) 王 f(z1) 二 wo (n>o0), 则 存在 一 自然 数 
no 使 得 f(z1) 属于 0GQwo,s/2), 从 而 属于 fi,(V). 于 是 f 不 
是 单价 的 . 与 已 知 与 矛盾 ， 
矛盾 说 明 假设 错误 , 故 了 是 单价 的 . | 


设 是 一 开 Riemann 曲面 . 若 尺 上 的 任 一 ( 紧 )Jordan 曲线 都 
能 将 其 分 成 两 个 (不 交 ) 子 曲面 BR， 则 好 称 为 平面 型 的 . 


定理 2 (Koebe 基本 定理 ) 平面 型 的 开 Riemann 曲面 可 被 共 
形 映 上 复 球面 的 某 一 单 叶子 区 域 . 

证 设 {R,)%o 是 平面 型 的 开 Riemann 曲面 R 的 一 穷尽 , 而 
的 边界 为 有 限 m 条 紧 致 解析 Jordan 曲线 . 现在 用 mn 个 单位 圆 盘 
共 形 媒 入 R., 记 这 m 个 单位 圆周 之 象 为 {4);, 使 得 每 个 本 分别 
与 R, 的 一 边界 曲线 粘 合 ,将 按 上 述 方法 所 构造 得 的 Riemann 曲 
面 记 为 R'. 容易 验证 R, 是 单 连 通 且 紧 致 的 , 因而 R' \3' 是 单 连 
通 相对 紧 致 的 . 根据 Riemann 映照 定理 ,Rv \h 可 被 共 形 映 上 开 
单位 圆 盘 ,从 而 R, 可 被 共 形 映 上 复 球面 的 某 一 单 叶子 区 域 . 

设 w= 刀 (2) 是 上 述 对 应 于 R, 的 共 形 映照 , 并 将 其 规范 化 为 
fi(zo) 一 0、f (zo) 二 1, 其 中 meER 又 设 昌 是 的 包含 的 任 一 
紧 致 子 区 域 . 根据 Koebe 偏差 定理 , 存在 一 仅 与 区 域 2 有 关 的 常 
数 K; 二 K(8) 使 得 

lf(2)|SK, VYzER. 
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因此 可 从 { 记 (2z)} 选 取 一 子 列 ,， 仍 记 为 {f(z)}, 使 其 在 R 上 广义 一 
致 收敛 于 下 上 的 一 单 叶 半 纯 函 数 f(z)， 且 f(z0)=0、 了 (wo)=1. 
从 而 了 将 ER 共 形 映 上 ww- 复 球面 的 某 一 单 叶子 区 域 . 1 

注 根据 Koebe 基本 定理 和 第 二 章 8$ 1. 8 的 Jordan 曲线 定 
理 , 平面 型 Riemann 曲面 的 概念 与 第 二 章 $1. 11 平面 型 区 域 的 
概念 是 一 致 的 . 于 是 , R 是 单 连通 的 当 且 仅 当 8 是 平面 型 的 且 被 
Jordan 曲线 分 成 两 部 分 中 至 少 有 一 个 是 紧 致 的 . 


定理 3 单 连通 的 开 Riemann 曲面 8 可 被 共 形 映 上 复 平面 或 
开 单位 圆 盘 . 

证 根据 定理 1, 8 可 被 共 形 映 上 复 球面 K 的 某 一 单 叶子 区 
域 4 由 于 有 是 单 连通 开 区 域 , 故 4 也 是 单 连通 开 区 域 . 于 是 集 
合 KN4 是 闭 紧 的 且 为 连通 的 . 若 K\4 是 一 ( 非 退化 ) 连 续 统 , 则 
根据 Riemann 映照 定理 , 4 可 被 共 形 映 上 开 单位 圆 盘 , 因此 ER 可 
被 共 形 映 上 开 单位 圆 盘 . 若 K\M4 只 含 一 点 , 则 4 可 被 共 形 映 上 复 
平面 , 所 以 8 可 被 共 形 映 上 复 平面 . | 

推论 ” 任 一 单 连通 的 开 Riemann 曲面 都 有 单 连 通 穷尽 列 . 


3. 多 连通 区 域 的 调和 测度 


设 28 是 复 =- 平面 8 上 的 一 多 连通 区 域 ,其 连通 数 *>1, 将 
其 关于 S 之 余 集 的 分 支 记 为 刀 、B、… 、E.， 其 中 国 . 是 唯一 的 无 
界 分 支 ， 不 妨 设 每 个 分 支 都 不 只 一 点 , 因为 单 点 集 对 任 一 映照 函 
数 都 是 可 去 奇 点 (参看 第 五 章 8$ 1. 3)， 根 据 Riemann 映照 定理 ， 
区 域 SN&, 可 被 共 形 映 上 开 单 位 圆 盘 内 于 是 2 被 共 形 映 成 ! 内 
的 新 (有 界 ) 开 区 域 、 每 个 及 (i 二 1,…,n 一 1) 被 共 形 映 成 0 内 的 
(有 界 ) 闭 子 集 , 而 及 则 是 对 应 于 开 单 位 圆 盘 的 外 部 ， 取 关于 U 
为 正 向 的 边界 圆周 记 为 0., 它 是 新 开 区 域 的 外 边界 , 称 之 为 
外 围 道 . 为 方便 , 经 共 形 映照 后 的 的 集合 都 采用 原 记 号 . 

同 理 , S\B 可 被 共 形 映 上 闭 单位 圆 盘 的 外 部 ,使 得 oo 对 应 于 
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co， 此 时 ，C, 的 象 是 一 有 向 紧 致 解析 Jordan 曲线 . 将 取 负 向 的 新 
单位 圆周 C, 称 为 内 国道 .如 此 继续 进行 下 去 , 直到 8 被 共 形 映 
成 不 含 点 :一 co 的 、 以 C, 为 外 围 道 、 以 C1、…、C,-, 为 内 围 道 的 区 
域 , 其 中 每 一 围 道 都 是 有 向 紧 致 解析 Jordan 曲线 . 
下 面 所 提 及 的 区 域 9 都 被 认定 已 经 上 述 规范 化 . 设 内 是 2 
关于 边界 围 道 Ce 的 调和 测度 ， 则 
>yw=1,0<w<1，VzeE9. 
由 于 每 个 边界 围 道上 的 点 都 存在 又 , 故 有 
a=1, Va€EC; w=0，YzEUcC (1) 
因此 , 根据 对 称 原则 ，cx 可 越过 每 个 边界 围 道 调和 延 拓 之 . 
一 般 地 ,os 的 共 红 调和 函数 是 多 值 的 , 它 沿 C; 有 周期 
Pe | Se 二 上 den. (2) 
更 一 般 地 , 常 系数 组 合 
(2): 一 和 ol(z) 十 jeoz(2) 十 … 十 和 -nx-1(C2) (3) 
不 可 能 有 单 值 共 思 f 调 和 函数 , 除非 所 有 的 入 都 为 0， 事实 上 ， 如 
果 存 在 以 uz) 为 实 部 的 单 值 解析 函数 w==f(z), 根据 解析 函数 延 
拓 的 对 称 原则 ，f(z) 可 解析 延 拓 到 2 的 闭 包 豆 根据 (1)， 
Ref(z)=0, VzEC.; 
Ref(z) 一 和， Vz2EC,k=1, nl. 
则 每 个 边界 围 道 都 被 了 映 成 垂直 于 实 轴 的 直线 段 . 将 它们 之 并 集 
记 为 乙 假设 了 是 非常 数 的 , 则 f(z) 在 2 内 可 取 到 不 在 这 些 线段 
上 的 某 个 值 w， 显然 在 每 个 边界 围 道上 可 定义 arg(f(z) 一 zo) 的 
一 单 值 分 支 . 但 根据 幅 角 原理 , 关于 wo 的 指数 
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人 f' (2) 
MP 二 Bn | FH ms 

(4) 
= 去 | arg(f(z) — wo) 一 0， 


即 f(z) 一 ww 在 8 内 无 零点 . 矛盾 . 由 此 可 见 f(z) 恒 为 常数 , 其 实 
部 x(z) 也 恒 为 常数 , 但 根据 (1), 在 C. 上 有 wz) 三 0, 因此 在 怠 
上 也 有 u(z) 三 0， 从 而 ulz) 在 每 个 C: 上 的 边界 值 为 =0. 


4. 多 连通 区 域 与 同心 圆 怕 裂缝 环 域 共 形 同 胚 


设 第 3 段 式 (3) 所 定义 的 函数 xz 是非 常数 的 ,如果 
ha 十 和 yj 十 十 和 -10-1 三 0,Gj 三 1.2 一 1) (1) 
那么 xz 有 单 值 共 印 调和 函数 . 因此 , 车 将 (1) 看 成 是 入 (4 二 1， 
2,…,n 一 1) 的 齐 次 方程 组 , 则 上 段落 所 证 明 的 是 方程 组 (1) 只 有 
平凡 解 一 0. 根据 线性 方程 理论 , 以 (1) 的 系数 为 系数 的 非 齐 次 
方程 组 必 有 一 个 解 . 特别 ， 可 解 出 方程 组 
和 al 十 hoazt 十 … 十 和 -ia 一 2r， 
和 alz 十 hazz 十 … 十 -io 一 0， 
Saeed (2) 
和 al 十 jaaa 十 十 和 -i011 二 0， 
和 an 十 haa 十 … 十 和 -iwms 一 一 2m 
方程 组 (2) 中 最 后 一 个 方程 是 前 面 a 一 1 个 方程 的 结果 (这 是 因为 
ou 十 aa 十 … 十 一 0),， 换言之 , 我 们 可 求 得 一 多 值 积分 /(z) 即 
以 u(z) 为 实 部 的 多 值 解析 函数 )， 使 得 它 沿 C, 及 C, 上 的 周期 皆 
为 土 2mi、 所 有 其 它 周 期 都 等 于 零 , 并 且 它 的 实 部 在 C 上 恒 等 于 
和 ( 令 % 一 0)， 于 是 函数 P(z) 一 ex 是 单 值 的 ， 下面 证 明定 理 : 


定理 4 函数 w 王 PCz) 把 9 一 一 共 形 映 上 一 个 区 域 , 它 由 图 
环 域 {wl1 过 |w|<<e”"} 内 减 去 位 于 圆周 {w| lw| 二 0*} (1<i<n 一 1) 
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上 的 w 一 2 段 同心 弧 组 成 , 
为 证 明定 理 , 记 wm 一 to| |w|=e*}, 并 用 I 表示 Ct 关于 了 在 
平面 上 的 象 . 显然 Co 置 T 一 UA 根据 幅 角 原理 ， 


amv0= 贡 | redz = 去 | eu=1 (3) 
若 lw|>>e”, 则 显然 
A(Tivim) 一 下 和 起 0 


假设 /关于 w- 平 面 的 余 集 万 是 连通 的 . 根据 连续 性 有 
nTiviww) =0, VwvET. 

与 式 (7) 矛 盾 . 由 此 可 见 关于 w- 平 面 的 余 集 不 是 连通 的 ， 

故 得 o1= 帮 . 于 是 当 |w|<e" 时 ， 


F (de Ea 
Dw) = | P(z) 一 zo 
同 理 ， nrivan) 一 pe 当 lw|<1 时 恒 


i < F(z) — wo 
为 一 1, 而 lw| 之 1 时 则 为 0. 


同样 ， (Tww) 一 a) 起 <) 当 | 四 | 关 e 


时 恒 为 0. 但 对 于 点 wwE€ PON\Uo, wo 关于 的 原 象 的 个 数 

naCrvim) = no = 六 贡 | 起 人 (0 
不 小 于 1. 所 以 , 只 能 是 CTi,w)==1; nCTi,iw0) 二 0 (1<kn)， 
所 以 

nTyw) =1, VwEPONUG (5) 
因此 1 过 lwol 过 e*. 从 而 入 汪 0. 根据 nCT,ww) 的 连续 性 ， 
(< 
下 面 证 明 映照 关于 2 的 内 .外 边界 C1.C. 也 是 一 对 一 的 . 


若 边界 上 有 单 极 存在 ， 则 留 数 定理 仍 可 应 用 , 但 此 时 围 道 积 
分 应 以 其 Cauchy 主 值 代替 之 , 且 留 数 的 和 应 包括 边界 上 留 数 的 
半 值 . 对 于 目前 情形 来 说 , 后 一 约定 是 指 边界 上 所 取 的 值 应 按 其 
重 数 的 一 半 计 算 . 至 于 主 值 的 计算 , 则 无 困难 . 如 |wo|==e*, 则 


F'(z)dz _1[ F(z) 
Be | P(z) 一 z 2 6 F(z) dz 
因为 根据 初等 几何 的 原理 ， 


qd arg (F(z) — wm) = Dd argF (2). 

因此 , 车 k=1, 则 式 (人 ) 中 的 主 值 等 于 十; 若 2<h<n 一 1, 则 等 于 
0; 车 k=n, 则 等 于 一 二 

所 以 , 当 |w|==1 或 |wo|==e” 时, 每 一 值 取 半 次 , 即 在 边界 上 
取 一 次 . 这 就 证 明了 C, 及 C, 的 映照 是 一 对 一 的 , 而 且 0< 和 < 为 
(1 过 kn)， 其次, 当 1 过 lw | 过 e% 时 , wo 的 值 或 为 内 点 取 一 次 、 
或 为 为 边界 点 取 二 次 , 或 为 二 重点 取 一 次 . 在 每 个 围 道 C:，…， 
C, 上 ，, 可 定义 argF(z) 的 一 单 值 分 支 ,其 中 重 数 为 二 的 点 对 应 于 
argP(2) 相 对 极 大 和 极 小 值 . 但 argP(z) 至 少 有 一 极 大 值 和 一 极 小 
值 , 但 也 不 能 多 , 否则 7(z) 将 过 同一 值 超过 二 次 . 此 外 , 极 大 值 
和 极 小 值 之 差 应 小 于 2r, 这 说 明 每 个 围 道 被 映 成 一 段 特定 的 弧 . 
最 后 , 不 同 围 道 的 象 是 两 两 不 交 的 . 


5. 多 连通 区 域 与 平行 裂缝 区 域 共 形 同 有 大 


设 g(z,z0) 是 区 域 虽 的 Green 函数 ， 其 中 zaE98, 而 h(z,z0) 是 
其 (多 值 ) 共 斩 调 和 函数 ， 置 
G(z,zo) = 9g(z,20) + log|z 一 z|， (1) 
则 C(z,zo) 是 2 内 的 调和 函数 , 且 
"dg 一 " dG 一 darg(z 一 20). 
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引 理 1 | “dg(z,20) = 2no(20) ,大 一 1 ,een 


证 以 za 为 心 , 作 一 个 足够 小 的 圆 盘 5, 使 其 边界 圆周 关 
于 SN6 为 正 向 . 根据 Green 公式 ， 


Ji a 一 | “dg(z,20) 


| ea 9“daw 一 | wa 9 “do 
Ss | aac 一 0G “do 二 | oalz 一 ao| “dex 
一 | aa arg(z 一 20) = 2x oi(20). | 
车 记 有 =zotiyo, 则 妨 GCzvz) 是 2 内 的 调和 函数 , 并 有 边 值 
一 Re z :于 是 由 式 (1) 可 得 w(2: 一 区 9(z,z) 对 za 调和、 在 
边界 上 取 值 0， 并 与 Re 二 -相差 一 调和 范 数 
记 么 = |。*du. 根据 第 4 段 关于 方程 组 (1) 的 讨论 下 面 关 
于 为 的 方程 组 
和 an 十 hazj 十 … 十 和 -ia 一 一 本 ,GO 一 1 一 1) (2) 
恒 有 一 个 解 .用 该 解构 造 的 线性 组 合 
(2z) 十 ol(2) 十 jzoz(z) 十 十 -16-1(2) (3) 
的 共 轮 调和 函数 的 周期 为 0 因此 确定 了 一 个 函数 (2) 的 存在 ， 
这 一 函数 除了 在 a 处 具有 留 数 为 1 的 一 单 极点 之 外 , 在 2 内 单 


值 解析 , 而 且 它 的 实 部 在 每 一 围 道上 都 是 常数 . 根据 这 些 条 件 ， 
函数 pC(z) 除 了 一 附加 常数 外 是 唯一 确定 的 . 


入 
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如 果 对 加 求 导 , 那么 类 似 可 得 结论 ; 函数 wm(a) ;一双 g(z,z) 
在 边界 上 取 值 0, 并 与 Im 一 一 有 同样 的 奇 性 . 车 wz(z) 与 调和 测 


度 一 起 构造 一 适当 的 线性 组 合 , 则 其 共 锯 调和 函数 将 是 单 什 的 . 
于 是 可 知 存在 9 内 的 一 单 值 解 怕 函数 0(2), 其 奇 部 为 二， 而 其 
虚 部 在 每 一 力道 上 都 是 常数 . 

由 函数 p(z) 及 gCz) 可 得 简单 的 典型 映照 . 

定理 5 由 z(2) 及 (2) 所 确定 的 映照 是 一 对 一 的 , 9 的 象 


是 一 带 有 裂 颖 的 区 域 , 它 的 余 集 分 别 由 = 条 垂直 的 或 水 平 的 线段 
组 成 


这 一 定理 的 证 明 与 定理 3 的 证 明 相仿 ， 此 时 表达 式 


av = St = 立 直 | 2 0 
所 表示 的 是 pz(z) 一 zm 的 零点 数 减 去 其 极点 数 ， 不 难看 出 式 (4) 对 
所 有 的 ww， 包括 边 值 在 内 , 都 等 于 零 . 在 边 值 情况 下 应 取 主 值 ; 


但 若 四 取 在 C. 上 , 则 区 Se 的 虑 部 在 C, 上 等 于 零 , 因此 不 全 
有 困难 . 由 于 肯定 只 有 一 个 极点 , 故 2(z) 在 9 内 部 取 每 一 值 一 
次 ， 而 在 边界 上 取 每 一 值 二 次 、 或 在 重 数 为 2 的 边界 上 取 每 一 值 
一 次 .至 于 证 明 的 其 余部 分 与 上 一 段 的 完全 一 样 . 而 关于 9(2)， 
同样 的 证 明 也 正确 . 

具有 平行 列 线 的 区 域 可 当 作 典型 域 ,但 它们 不 都 是 共 形 等 从 
的 即使 要 求 点 oo 对 应 于 点 oo 也 是 如 此 . 例如 , 由 p(2) 及 i9(2) 所 
作 的 映照 映 出 不 同 的 裂 链 区 域 ,但 都 是 共 形 等 价 的 . 除了 一 平行 
的 平移 外 ,裂缝 的 映照 只 是 对 在 处 具有 同样 留 数 的 映照 而 言 ， 
才 是 唯一 确定 的 ， 
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6. 单 值 化 定理 


定理 6 设 {R,}%2。 是 单 连通 开 Riemann 曲面 R 的 一 穷尽 列 ， 
其 中 每 个 R, 都 是 单 连通 的 . 又 设 R 存在 Green 函数 9(z,o), 将 其 
(多 值 ) 共 罗 调 和 函数 记 为 Kz). 若 置 f(z) 一 eof ， 则 存在 
一 列 分 别 将 R, 一 对 一 共 形 映 上 开 单 位 圆 盘 的 映照 和 (z), 使 其 在 
RR 上 广义 一 致 收敛 于 f(z), 从 而 f(z) 是 一 对 一 的 . 
证 对 每 个 自然 数 n, 将 玉 的 Green 函数 记 为 9.(z,a), 而 将 
其 (多 值 ) 共 轿 调 和 函数 记 为 h(z). 置 
fe (2) ee 一 Btza)+i (7] (1) 
则 灰 (z) 为 RB 上 的 单 值 解析 函数 记 
G.(z) = g(2,4) — g.(2,4), 
那么 G,(z) 是 R, 上 的 调和 函数 . 将 G.(z) 的 单 值 共 思 调 和 函数 记 为 
H.《z)， 并 规范 化 为 H.(zo) =0, 其 中 zo 关 a. 置 
Pz) = CC(z) + i H(z). (2) 
于 是 由 {g,) 的 广义 一 致 收敛 性 可 知 p 的 实 部 在 及 上 广义 一 致 收敛 
于 0. 注意 到 mw(z)->0 (n>o0)，, 故 {9.} 满 足 第 三 章 $2 定理 4 的 
条 件 , 从 而 在 R 上 广义 一 致 收敛 于 0. 
任 取 有 % 的 一 个 单 连通 邻 域 0 使 得 aE0. 显然 , 对 某 个 自然 
数 NN, 当 nN 时 {a}UDCA.. 将 g(z,a)、g.(z,a) 在 区 域 U 的 共 
斩 调 和 函数 分 别 记 为 x(z) 、w(z) 并 规范 化 为 w(zo) 一 w(zo) 一 0. 因 
为 同样 是 "一 % 的 共 斩 调 和 函数 ,所 以 "(z) 一 w(2) 一 及 (2); 而 
且 ， 如 果 在 已 上 只 考虑 (多 值 ) 函 数 h(z)、h.(z) 的 一 个 单 值 分 支 
(这 样 考虑 的 合理 性 由 7 的 单 连通 性 和 “ET 所 保证 ), 那么 存在 
常数 a、a 使 得 v= 十 a、 v= 十 ma， 7 宇 N. 记 
天 (2) Eerofpe (z) = -Cu+i +0, —a)] Cn N), (3) 
则 天 之 定义 中 的 h 不 仅 可 去 掉 在 0 上 的 限制 , 并 且 仍 可 看 成 多 
值 函数 而 不 影响 的 单 值 性 . 根据 Riemann 映照 定理 , 每 个 下痢 
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将 已 一 对 一 共 形 映 上 开 单 位 圆 盘 ， 显 然 关系 
Em = €- (Gtih) 一 e 一 [@ 一 0)+iC 一 co] 
= oetidebti tt-0] = fC2)/f.(2) (4) 
在 U 内 恒 成 立 . 注意 到 在 及 上 0<6.(z)<oo, 而 z=a 是 f(z) 和 
天 (2) 的 唯一 的 零点 、 且 为 同 阶 零 点 , 故 式 (4) 最 左边 和 最 右边 的 
函数 都 是 单 值 解析 函数 . 从 而 在 R&R 上 
ef ~ f(z2)/f.(2) (5) 
恒 成 立 . 于 是 在 R, 上 
[fC2) — fC2)| = IFC2) [fC2) /F(z) — 1J1 
委 |f(z)/f(z) 一 1| = le eo1| = |e"—1l. 
由 于 gp 在 R 上 广义 一 致 收敛 于 0, 故 天 (2) 在 RR 上 广义 一 致 收敛 
于 f(z). 于 是 , 由 定理 1 可 知 f(z) 是 一 对 一 的 .上 
定理 7 (Riemann 映照 定理 的 一 般 形 式 )” 任 一 存在 Green 函 
数 的 单 连通 开 Riemann 曲面 R 都 可 被 共 形 映 上 开 单 位 圆 盘 
证 延 用 定理 6 的 记号 . 显然 了 将 R 共 形 映 上 {wl||w|<1} 
的 单 连 子 区 域 R*. 若 置 :=={w||w| 志 oo}, 则 K\R* 必 为 一 连 
续 统 . 根据 Riemann 映照 定理 , 存在 函数 5 一 zw) 将 R* 一 对 一 共 
形 映 上 单位 圆 盘 {6116| 过 1}. 从 而 yof 将 R 共 形 映 上 单位 圆 盘 
{sllsl<1}. 1 
注 “由 第 三 章 8$ 4. 3 可 知 f(z) 是 满 映 照 , 从 而 将 R 一 对 一 
共 形 映 上 开 单 位 圆 盘 ,也 就 是 说 , 在 定理 7 的 证 明 中 , 函数 # 可 
取 为 恒 同 映照 . 
连同 § 3 的 定理 8 和 定理 9, 可 得 著名 的 单 值 化 定理 : 
定理 8 ( 单 值 化 定理 ) 任 一 Riemann 曲面 的 万 有 和 覆盖面 必 
共 形 等 价 于 一 个 球面 .一 个 平面 或 一 个 开 圆 盘 . 
将 满足 定理 6 中 三 种 情形 的 Riemann 曲面 分 别称 为 是 
覆 圆 型 、 抛 物 型 和 双 曲 型 的 . 
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$5 Riemann-Roch 定理 


1. 带 极点 的 位 势 函数 


定理 1 设 正 是 一 覆盖 在 复 z- 球 面 上 的 闭 或 开 的 Riemann 曲 
面 . 设 6EF 不 是 的 支点 , 则 存在 上 的 函数 列 w*=ww(z,6) 和 
炎 二 灵 (z,6) (一 1,2…) 满足 条 件 () 一 (iii): 
(i) 除去 5 外, 汪 和 在 内 调和 , 且 
和 1 1-cos 邓 - 
具有 奇 性 : Re | 二 = 各， 而 
过 具有 奇 性 : Im | ct ,et 
(ii) 设 吕 是 的 包含 6 的 一 单 连 紧 致 子 曲面 ,其 边界 是 解析 
Jordan 曲线 TT， 则 共和 六 在 PNAo9 上 的 Dirichlet 积分 为 有 限 且 


Ei 
Drolw] J ¥ ds， Dro[w] 二 | 而 ds， 


其 中 v 是 关于 8 的 内 法 向 . 
(ii) w 入 在 PQ 上 为 有 界 ,而 且 若 在 上 |w| 和 M, 则 在 
9 上 也 有 |w|M. 关于 六 类 似 的 结论 也 成 立 . 
证 与 前 面 一 样 , 不 妨 设 F 是 一 开 Riemann 曲面 . 设 “一 0， 
而 UV: 二 0C0,p) 是 包含 在 A 对 zsEV, 置 
9(2,6) = log 1T—z1 二 可 十 X(z,6)， (1) 


其 中 XCz,6) 是 U 内 变量 z 和 < 的 调和 函数 . 记 z=re*,6==6 十 in, 则 
[Ret [asa], Di 
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[5 ie 证 | ™ [各 二 < 人 呈 
因此 , 若 置 


1 dCz,0) 
w= wz,0) Gi 
1 9(2,0) C2) 
“0 一 下 -Ti i 
(0) _ [0] ,Nes0) fal, 
其 中 开路 [加 各 多] ,一 [ 弛 名], 则 根据 式 


(1), 性 和 六 满足 条 件 (i). 
设 {P)}2 ,是 严 的 一 穷尽 , 尺 的 边界 为 到 且 z 一 0EPo 又 设 
g(z26) 一 %(z2) (6 二 6 十 im) 是 及 的 Grenn 函数 . 对 65>0, 置 
Atg, = Atg,(z;30,0) = gCz;k6,0) 一 ClgsLz; (一 D0) (3) 
+ Clg Lz; Ck — 2)6,0] — *…* 土 g.(z;0,0), 
Mig, = Mig.(230,0) = Mrig. Cz;0,6) — 41g,(z30,0). (4) 


1 dp 光 一 1 hy 
TY (5) 
,1 (20) 
则 limlim DF (zy,0)， (6) 
a #2,0) _ 。 
limlim t= i Wm = 0). (6) 
由 于 在 上 #=0, 则 
Dr elt] < pra < {Ads nn. 
所 以 , 若 相继 令 6->0, n>oo, m 习 oo 可 得 
Dro[9] < 让 Ea ds. (7) 
类 似 可 得 Drs < [EE ss. (7*) 


最 后 , 类 似 于 8$ 3 定理 5 的 证 明 可 得 (Gi). 1} 
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定理 2 设 * 是 一 覆盖 在 复 -球面 上 的 闭 或 开 的 Riemann 曲 
面 . 设 Po: 一 000,Po)、F1: 二 000,Pp1) (m<o) 是 包含 在 F 内 的 两 
个 同心 团圆 盘 ， 又 设 函 数 


f(z) = 3 (ct = qi + ib) 
在 {zlp<<|z|<p'} 正则 . 和 舞 


U(z) = Re(f(z)) = De k0 十 brsin 妈 ， 二 


| Th 
则 
Gi) 存在 PN 的 调和 函数 x(z)， 可 被 调和 延 拓 进 Po 且 使 
V(z): = u(z) — U(z) 
在 Po 内 调和 . 


(iD 设 吕 是 的 包含 fo 的 一 单 连 紧 致 子 曲 面 ,其 边界 是 解析 

Jordan 曲线 T， 则 4 在 A\Q 上 的 Dirichlet 积分 为 有 限 且 
Drwlu] < | 多 ds， 

其 中 v 是 卫 关 于 9 的 内 法 向 . 

(ii) u 在 PN 上 为 有 界 ,而 且 若 在 忆 上 lz| 委 4 则 在 AN9 
上 也 有 lul<M. 

证 与 前 面 $ 3 相同 , 不 妨 设 f 是 一 开 Riemann 曲面 设 
{,) 守 ,是 的 一 穷尽 , 其 中 每 个 F, 的 边界 为 卫 . 

(iD 对 z.6ER, 置 


9(2,6) 一 | 十 X(z,6)， z= 二 7e”, 6 一 “十 训 ， 


cos 妇 
， 


ba 1 
则 [及 让] (4—D! 一 天 


[a a 
因此 , 车 曙 


sin KO 
La 


第 五 章 ”曲面 上 的 函数 族 "217 


AAS 1 97(2,0) 9(z,0) 
ulz) avi” + hey], (CD 


rH- lt ， 
则 ul(z)=U(z)+V (2). (3) 
设 对 于 任意 z.sEF1，|X(z,6) | 人 K( 二 const. ), 固定 zEP， 
将 Xx(z,6) 考虑 做 6 的 调和 函数 并 置 
PCG) = 支 | xsoen 4 二 dr， 
则 xz,6) 一 Re (RC6)). 所 以 
?|< jpo0) | <, 
所 
之 时 


0) ew |< PCO SE = eonst.). 


由 于 了 (z) = ek z|p') 正则 , 则 
> a b:|) 一 co, 故 > 人 b:|) 一 co (5) 


t=1 


ee V(z) 在 0C0,p1) 上 -_ 致 收 人 i 
u(z) 一 U(z) =V(z) (6) 


2 由 4 


在 0(0,p) 内 调和 . 
设 9 是 位 于 0C0,p) Cm<<p<p') 外 的 的 一 紧 子 曲面 , 则 
15(Gz,61 入 KG) VzE DYEERP. 
所 以 类 似 于 (4) 有 常数 M" 使 得 


2 < | 寺 2 < 绎 . (7) 


由 (5) 和 (C7) 可知 u(z) 关于 zE 9 一 致 收敛 , 故 x(z) 在 9, 内 调 
和 . 又 由 于 9, 是 任意 的 , 根据 (6), u《z) 在 F\F。 内 调和 . 
Gii) 设 4g.、4tg. 的 定义 与 前 面相 同 , 并 置 
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人 各 页 | 你 + 学 | ce>o0 8 
由 于 在 愉 上 他 =0, 则 
Dr vu’ 委 Dr ol] = [Ey 二 ds (m <n). 
所 以 , 相继 令 50，V->co, n->oo, m->co 可 得 
Drualu] < 加 was. (9) 
类 似 于 8 3 定理 5 的 证 明 可 证 得 Gi). 上 
2. 互 反 关系 
(iD) 设 (z,6)、w(z,6) 是 定理 1 中 的 位 势 函 数 ， 又 设 区 (2)、 
共 (z) 皆 是 解析 函数 ,其 实 部 分 别 为 


(ko 1)! uz,6) Ck Oo 1)! (2,6). 
车 记 其 虚 部 为 a(z), 则 有 


H(z) te 十 iv(z) = 4 三 2 十 …， (1) 
y 0 si (st 
(2) = po 二 iv(z) 一 ES ws (2) 


Gii) 同样 不 妨 设 是 开 Riemann 曲面 , 而 “是 慑 上 一 条 有 方 
向 的 解析 Jordan 曲线 , 它 既 不 过 的 支点 也 不 将 7 分 成 两 部 分 . 
设 a 的 正法 向 "如 $ 3 定理 6 中 所 定义 . 置 


9) = 去 | 2ael. (3) 
根据 定 $ 3 定理 6, wa(z) 是 F\a 上 的 单 值 调和 函数 , 且 
GZ) — wz) =1, Vz2Ea. (4) 


因此 w 可 被 越过 a 延 拓 成 R 上 的 无 限 多 值 的 调和 函数 . 
设 ws 是 实 部 为 o% 的 解析 函数 . 若 记 其 虚 部 为 "(z), 则 
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uC 一 天 | lasl + in， (5) 
ili) 对 于 固定 的 =, 设 (6) 是 实 部 为 92,6) 的 关于 变量 6 
的 解析 函数 . 若 记 其 虚 部 为 "(z?), 则 
9:(6) = 9(2,6) + ip(2)， (6) 
(iv) 设 a( 天 5) 是 的 一 固定 点 .将 a 与 zx( 天 6) 用 一 解析 
Jordan 弧 C 连接 ,使 得 C 即 不 通过 6 也 不 通过 的 支点 . 置 
kad = | 2a 一 | al. (7) 
对 于 固定 的 z, 设 及 (6) 是 实 部 为 1(z,6) 的 关于 变量 6 的 解析 函 
数 . 若 记 其 虚 部 为 C6)， 则 
i) = :la + ee). (8) 
根据 上 述 个 式 , 下 面 的 互 反 关系 成 立 . 
定理 3 ( 互 反 关系 ) 
dd) dr(é) dt de) 
Re| 4-R ne de) mR) ne | ， 
d 导 (2) dt MO Et 
ml}, ml 


(GD) 


mel 


Im 


d a 


ae = 2n rel 2 pe = 2 Im GaD 
ReC(C2)) 一 | .Rei = Ia| SY) am 


U 
m6)) 一 Imttca) 一 | dmd) = Re 和 有, 


d sg， 


2 It 
Im 人 CD) 一 Im( 共 0 = | dm) 一 加 和 l 


(1V) 
证 GQ 设 z=z 十 记 ,6 二 6 十 , 则 根据 (1)， 
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dz)) F126) /de)) +2) 
Re| 凤 )= 起 和 Rel oe | ded 
由 于 9(z,6) 二 9C6,z), 故 
dt de) 
re ER dz | dc 上 4 
若 置 va 一 红 侣 包 ， 则 < 一 *C 二 in(5)， 由 多 一 一 况 可 得 
(ee 了 
mT | a Ry hy 
_ 
ga) el | 
ay Re de | 


式 (D) 中 的 其 他 两 式 可 类 似 证 得 . 
《iD 根据 式 (5), 由 2 的: 红 2 一 ReCrtC6)) 可 得 
Re[ ee 一 | 灵 3 2 laél 


a F632) lacl = | me 
又 因 ReCe(e)) 在 P 上 单 值 , 故 | dReCe(6)) 一 0 所 以 
2 Re| Lee) =-i|a (6). 
因此 Ja C6) 一 2ri Re| sek]. GD 


若 记 xz) =| 2 ac ， 则 由 27 wo(z) 二 u(z) 十 iv 得 


于 


ea ee 
= 疙 Re es| = iso 


由 此 可 得 | di(e) = 2riIm| Se]. GD) 
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(iii) 由 于 5%(5) 一 (0z,6) 十 ip 一 zx 十 ip， 故 


dg:(6)) 加 ggc6) 
Re 一 加 一 2 一 Re dm) 
dO _ Fo 
lr ki 
__ 926) _ pets 
=—— RE ~ RectG))， 


(HI12) 


he) = [ EE) a 十 jn) =u+ io, 


所 以 、 
re] 罗 =[ Ae la 上 amcseo) Cav) 


5 


类 似 可 得 mR) = | amcse)， 1 CV2) 


注 若是 闭 Riemann 曲面 ,只 要 从 上 移 去 一 点 6, 并 在 
开 Riemann 曲面 F\{6o) 上 构造 5(z,6) , 则 区 (z), 讼 (z) 和 wo(z) 在 
如 处 都 是 正则 的 ;而 且 (2z) 和 到 (2) 分 别 在 6 和 名 具有 对 数 奇 性 
(8 3 定理 3). 因此 ,xu(z) 是 第 一 类 Abel 积分 、 共 (z?) 和 共 (2) 都 
是 第 二 类 Abel 积分 ,而 %(z) 和 及 (z) 都 是 第 三 类 Abel 积分 . 


3， 因子 式 


设 5(z) 是 Riemann 曲面 RE 上 的 单 值 半 纯 函数 ， 有 限 集 
{j 和 人 za)- 分 别 是 5(z) 的 零点 全 体 和 极点 全 体 ， 其 中 每 个 名 
是 6(z) 的 mo(>0) 阶 零点 , 每 个 是 5(z) 的 mw(>0) 阶 极点 ， 
则 称 6(z) 为 R 上 的 因子 式 (或 除 式 ). 为 方便 , 记 作 


6 = 6(z) 一 IT CD/ I gz). 
so=1 2= 


记 ord(6) = 六 mn 一 六 w， 称 之 为 5(a) 的 险 . 
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设 f(z) 是 RR 上 的 单 值 半 纯 函数 .如果 除 有 限 点 《 
{= 外 f(z) 在 R 上 正则 , 且 其 中 每 个 及 是 Mm 的 
零点 、 每 个 56 是 f(z) 的 阶 数 志 m 的 极点 , 形象 地 说 , 即 f(z) 在 
RR 上 正则 , 那么 说 f(z) 是 1/6 的 倍 式 . 

车 RR 上 的 微分 do 除 有 限 点 (5) 和 (a4);=1 外 在 RR 上 正则 、 
而 且 每 个 6 是 dv 的 阶 数 之 m。 的 零点 、 每 个 是 dv 的 阶 数 <n, 的 
极点 , 形象 地 说 , 即 dw/6 在 R 上 正则 , 则 说 dv 是 5 的 倍 式 . 


4. ”Riemann-Roch 定理 


定理 4 设 紧 Riemann 曲面 R 是 复 z- 球 面 K 的 复 盖 面 , 其 
亏 格 ? 宇 1. 又 设 


6 一 5) = [od)/TT ea 
v=1 p=1 


ord (0) : 一 3 je 一 之 Np 
类 RR 上 的 一 个 因子 式 . 如 果 将 ER 上 的 线性 独立 的 5 之 倍 式 的 微分 

一 9(z)dz (在 复 域 的 意义 下 ) 的 个 数 记 为 D(5)， 而 将 R 上 的 线 
信和 六 的 1/6 之 倍 式 的 单 值 半 纯 函数 (在 复 域 的 意义 下 ) 的 个 数 
记 为 4(1/6), 那么 

4(1/6) = DG6) 十 [ord(6) 十 1 2]. 

证 为 方便 起 见 , 不 妨 设 {6.};_, 和 {z)-, 既 不 包含 R 的 任 
何 支点 , 也 不 覆盖 点 ce. 

设 6ER 既 非 及 的 支点 , 也 非 {6); 和 {z};_, 中 之 点 .从 RR 中 
移 去 6%, 并 设 9(z,6) 是 A\{6o) 上 的 、§ 3 定理 3 中 所 述 的 在 刀具 
有 对 数 奇 性 一 log [a 的 调和 函数 . 

设 C. (i=1,2,…,7) 是 上 的 对 应 于 亏 格 z 的 (可 将 7 割裂 
成 为 平面 型 的 ) p 条 环 割 线 . 又 设 C7 (i 二 1,2,…,p) 是 对 应 于 Ci 
的 ? 条 共生 环 基线 ， 使 得 C: 与 C* 只 相交 于 一 点 且 C: 与 Ci、 Ct 
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(i 关 k) 都 不 相交 . 用 记号 ua，az 依次 代替 Ci,*…C,C7 ，…， 
Cx .可 选取 {an) 使 其 不 包含 的 支点 及 {6,}、{ 纹 } 中 之 点 . 

设 是 经 way,…vaz 割裂 后 所 得 的 曲面 ,， 则 Po 是 单 连 
通 的 , 且 定 理 3 中 所 定义 的 解析 函数 在 其 上 都 是 单 值 的 ， 下 列 所 
涉及 的 不 (z) 等 函数 都 理解 为 它们 在 mm 上 的 单 值 分 支 ， 记 

wn, (2) = ws(z) (= 1,2,.,27). 

设 了 Cz) 是 FF 上 的 1/6 之 倍 式 的 单 值 半 纯 函数 , 则 1(z) 可 表 
示 成 下 述 形式 : 对 任意 z€EPFo, 

f(z) = So Ca) 十 反共 (2)] 十 (a 十 ib),zE€ Fo (1) 
其 中 of Ra 是 适当 的 实 值 常数 . 


由 于 (2 在 己 是 单 值 的 , 故 | f(z) = 0， 则 由 (ID 可 得 


SE aRel | + Pam ss | ]=0 0@) 
5 (hh = 1,2,.,27). 


由 于 f(z) 是 JI ge(z%) 的 倍 式 , 故 
HG = 0, 7 Ga) = 0) = 0. 
所 以 由 (1) 得 
立 Y [ReCt GD) 十 ARe( 苇 CD)]+a=0 
二 从 | 
SB [am( 攻 (2D)) 十 Pam( 共 (0))] 二 一 0 


(CU 一 1,2，…3) 
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Se dirt (zz d 认 
[a 
Le di (z,) di (z 4 
Se | + am 2) | -0 

ptt 
如 果 将 在 (z)、 共 (z) 规范 化 使 对 不 属 {560,61,… ,6,z1,… ,有 %) 的 某 
一 点 za 有 世 (zo) 一 0. 共 (zo) 一 0， 那么 根据 下 反 关 系 "及 C2) (3) 和 
(04) 可 写成 下 列 式 (2)、 (3' ) 和 (4' ): 


Eg) ]=0 0 


(h=1,2,.",27) 


Pe dg: (6.) dg (co 加 
Doleme i J+ pm| Er jj+e 0， 可 
se dt 2 dih, (6,) ] 
:Re = (0. 
ppb 名 | + Am | de | Ba 
(4=1,2,.,8) 
让 [am me ar) 1 pm ] 0, 
Se dd 人 放 汪 d's (6.) 人 
Sl 人 + Am 


(4=1,2,°% ,8; (=1,2,°" ,nO—1) 
式 (2)、(3' ) 和 (4' ) 组 成 关于 2( > ym, 十 1) 个 未 知 变量 oi、Pia、b 
e 三 1 


(w= 二 1,2,…,7,k 二 1,2,… s,m。) 的 齐 次 线性 方程 组 . 
设 P 是 上 述 方程 组 的 系数 矩阵 4 的 秩 , 则 方程 组 有 


N=2 Smt+1)—Pp (5) 
三 1 
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个 线性 独立 的 解 (在 实 的 意义 下 ). 

N 即 为 R 上 的 1/6 之 倍 式 的 (在 实 的 意义 下 ) 线 性 独立 的 单 
值 半 纯 函 数 的 个 数 . 

设 4 是 矩阵 4 的 转 置 矩阵 , 则 4 的 秩 为 P. 因此 下 面 的 式 
子 (7)、(8) 和 (9) 组 成 一 个 齐 次 线性 方程 组 ,其 未 知 变量 为 a, (一 
1 2，21 bab p=1,2,.0,8; (=1,2,.00 ,m1) ,共计 


2( > yw 十 中 个 ;其 系数 矩阵 为 4 .该 方程 组 有 


M:=2 (2%.+d -7 (6) 
个 线性 独立 的 解 (在 实 的 意义 下 》. 
as sg] 
+ Slore [最 | 十 ie| 党 血 ] (7) 


1 


em | 


十 S| EA Ts | + bm (名 ] (8) 


+ SS [am (+t 这 j=° 


ut 


(v=1,2,% 7, KE=1,2,.°" ,7m) 


SY Sh =0. (9) 


“= 
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由 (7) 和 (8) 可 得 


22 


dm(é,) (6 ，d 咯 四 | 
了 de + ol +h 


my dt dd 
+ 
(v=1,2,. 7; k=1,2,.,m.). 


(10) 


若 置 
27 
9(6) = Pm Ce 车 pe dg:, 沁 + 
=1 


dD 
< dr (6) di.(6) 
区 Sls od te 2] 
则 w(6)d5 是 一 微分 ,而 pC6) 以 纪 为 阶 数 <n, 的 极点 . 
以 人 为 例外 点 , 7.(6) \ 记 06) 是 正则 的 ,而 5,(6) 具有 极 


性 一 & .由 此 可 见 (6) 在 “一人 处 是 正则 的 且 在 6= 有 % 处 


具有 极 性 log(é—a). 但 由 式 (9) 可 知 p(6) 在 6o、zo 处 的 极 性 为 
可 去 的 , 则 p(6) 在 60 处 是 正则 的 . 于 是 由 (10) 可 得 
6) = 0, (6) = 0, 7%, NE) = 0 (v= 1,2,.,7). 
所 以 包 是 p(6) 的 阶 数 这 me 的 零点 (v= 二 1,2,…,7) .因此 
dv = g(6)d6 (12) 
是 一 5 之 倍 式 的 微分 . 


反之 ,车 do=p(6)dé 是 1/ 本 Cz) 的 倍 式 , 则 w(6) 具有 式 


(11) 的 形式 ,从 而 M 是 6 之 倍 式 的 (在 实 的 意义 下 ) 线 性 独立 的 微 
分 的 个 数 . 由 (5) 和 (6) 可 得 
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N=M+2(m+1—p), > 
工 = (13) 
7 一 了 ms 一 Dn = ord (0). | 
e 三 1 2 三 1 
下 面 证 明 
N 一 24(1/0)， M= 2D(0). (14) 


设 wo,… ww (kK 二 4(1/6)) 是 RR 上 的 1/6 之 倍 式 的 (在 复 的 意 
义 下 ) 线 性 独立 的 单 值 半 纯 函 数 , 则 ww ，… yrsiw,,… ,i 是 RR 上 的 
1/6 之 倍 式 的 (在 实 的 意义 下 ) 线 性 独立 的 单 值 半 纯 函 数 . 因此 
2SN. 
另 一 方面 , R 上 的 任 一 1/6 之 倍 式 的 单 值 半 纯 函数 可 被 表示 
成 0 Wis Ww i we 的 实 系数 线性 组 合 ， 
NZ2k. 
因此 N=2k= 二 24(1/6)， 类 似 可 得 M 二 2D(6). 故 由 (13) 有 
4(1/6) = DG) + m+1—7).1 


?十 1 


若 5= [[ 6) , 则 ord (6)=p 十 1, 故 4(1/6) 之 2. 即 得 


定理 5 设 紧 Riemann 曲面 8 是 复 -球面 的 覆盖 面 , 其 亏 格 
为 亏 格 为 z 之 1. 对 R 上 任意 给 定 的 ?十 1 个 点 {1) 侍 1, 存在 R 上 
的 非常 数 单 值 半 纯 函数 w= 二 f(z) 使 得 除去 在 每 一 点 6 最 多 为 单 
重 极点 外 在 R 上 是 正则 的 . 

从 定理 5 可 知 任 一 亏 格 为 z 之 1 的 紧 Riemann 曲面 存在 非常 
数 单 值 半 纯 函数 . 至 于 开 Riemann 曲面 上 非常 数 单 值 半 纯 函数 的 
存在 性 是 由 Behnke,H， 和 Stein,K， 于 1948 年 给 出 . 本 书 将 在 第 
信 章 8$ 2 证 明之 . 


非 紧 Riemann 曲面 的 延 拓 


31 Fuchs 群 


1 真 不 连续 群 


复 变 数 > 与 z 的 线性 分 式 变换 
zz = 二 二 9， 
称 为 线性 变换 , 简 记 作 S， 其 中 ec、d 都 是 常数 , ad 一 bc 去 0. 
对 于 两 个 线性 变换 8.7, 定义 它们 的 乘积 7 为 变换 
zH->» 2 = 8(z ) = SLT(z)]. 
一 般 说 来 , 乘积 是 不 可 交换 的 , 即 ST 了 关 TS. 变换 


一 dz 二 +b 
cz 一 “ C2) 


(1) 


2 >2 一 


称 为 § 的 逆 变 换 ， 简 记 作 S- 
设 多 是 有 限 或 无 限 个 线性 变换 组 成 的 集合 .如果 
1) 多 中 每 个 变换 的 逆 变 换 也 属于 多 ; 且 
2) 多 中 任 两 个 变换 的 乘积 也 属于 多 ， 
那么 称 多 为 线性 变换 群 . 注意 到 多 中 的 恒 等 变 换 7 是 其 么 元 . 
设 卫 是 变换 群 多 的 不 变 域 , 对 了 上 的 任 一 图 形 D, 经 变换 
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TE 多 而 得 的 图 形 7(D) 称 为 D 关 于 群 儿 的 等 价 图 形 . 特别 , 当 
D 是 单 点 时 , 等 价 图 形 称 为 等 价 点 . 

又 , 车 存在 一 点 zaE 卫 及 一 邻 域 『Czo) 使 得 对 任意 TESN{7) 
都 有 7(zo) EF(z)， 则 称 多 为 真 不 连续 群 . 

设 Q 是 卫 的 一 子 区 域 (连通 或 不 连通 的 ). 如 果 

a) 2 中 任 两 点 关于 多 都 非 等 价 点 ; 且 

b) 8 的 每 一 边界 点 的 充分 小 邻 域内 都 有 2 之 内 点 的 等 价 点 ， 
那么 称 9 为 真 不 连续 群 儿 的 基本 区 . 

真 不 连续 群 罗 的 基本 区 是 存在 的 , 此 处 只 大 略 描述 之 (第 3 
段 将 具体 讨论 Fuchs 群 的 基本 区 )， 事 实 上 , 由 定义 可 知 存在 区 域 
Vz) 使 得 对 任意 TESNT} 都 有 TO Cz0)) 则 V Ow) 二 .将 Va0) 
尽量 扩大 并 保持 性 质 a) 和 b), 最 终 至 不 能 再 扩大 为 止 此 最 终 
区 域 W(zo) 即 为 基本 区 . 基本 区 的 等 价 图 形 仍 为 基本 区 , 且 互 不 
重 释 ， 从 而 真 不 连续 群 的 群 元 成 一 可 数 集 . 


2. 单位 贺 盘 上 的 非 欧 度量 


线性 变换 
SC = 和 Ete al:— lel =1) (1) 
是 将 开 单位 圆 盘 0: 二 {z|1z| 二 1}) 共 形 映 为 自身 的 变换 . 若 记 
一 一 上 也 、e 二 所， 则 
a a 
ei0/2 Pe 2Zoei/2 (2) 
al Mi Tal 
于 是 变换 (1) 化 为 习惯 表达 式 : 
8(z) 一 内 让 二 和 《|a| 之 1; 9 为 实数 ). (3) 


如 果 记 w= 二 SCz) ,那么 对 于 任意 两 点 <4、z2EV 必 有 
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Wi — ts = Fe 
(bar + DD bas TF a) 
1 一 ww 一 二 Ze 
(3 二 a) (bz + a)" 
| zz | | ao 一 zz 
因此 |1—=a%| ™ |1—mw)* (4) 
于 是 op):=|EES), veser (5) 


在 线性 变换 8 下 保持 不 变 , 即 5CSCa) ,S(8)) 二 6(a,B)， 显然 还 有 
6la,P) 过 1 和 6ba,P)==6(B,a). 又 ,在 式 (4) 中 令 有 趋 于 及 即 得 


lel ew) ey 
1— |zl? 1 一 | 人 
着 记 w=S(z)、e*==S(e*), 则 
jal a 
区 dp = d0. (7) 
现在 引入 非 欧 长 度 微 元 和 面积 微 元 : 
ds 一 5 2 和 do= a ss (z =z 二 iy). 


显然 , ds.do 关于 线性 变换 5 为 不 变量 . 

与 单位 圆周 Cu: 一 {z||z| 二 1) 正 交 的 内 的 圆周 弧 可 被 考虑 
为 口内 的 “直线 "， 即 为 单位 圆 盘 内 韭 欧 几何 学 (或 称 为 
双 曲 几何 学 ) 意 义 下 的 直线 . 

显然 , 从 原点 0 至 点 :一 r(>>0) 的 非 欧 距 离 为 


d0mD) 一 上 守备 (8) 


其 中 4 表示 非 欧 距 离 。 如 果 将 式 (5) 所 定义 的 5 看 作 单 位 圆 盘 UV 
上 的 另 一 测度 , 那么 由 5(0,7)=7 可 得 二 者 之 关系 : 
6(z1,22) = tanh(d(z,22)/2). 
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3、 ”Fuchs 群 及 其 基本 区 
设 6 是 由 线性 变换 {5.)Yo 组 成 的 群 ， 其 中 5o 寺 1, 而 映照 


Ne i (la| 1;n= 1,2,.%) 


将 开 单位 圆 盘 局 共 形 映 为 自身 ，z,\z 称 为 关于 G 是 互 为 等 价 点 . 
定义 1 以 开 单位 圆 盘 为 不 变 域 的 真 不 连续 群 称 为 Euchs 群 . 


此 后 , 本 节 中 凡 群 6 均 指 Fuchs 群 . 下 面 将 证 明 C 的 基本 区 
的 存在 . 为 此 先 引入 关于 G 的 正则 区 域 的 概念. 


设 x=S.(0) 是 :一 0 的 等 价 点 ,其 中 za=0、SEG， 置 
4 一 (zl|6(z,0) 一 6(zz)3 一 1 2 (1) 
由 于 6 是 真 不 连续 群 , 若 p>>0 足够 小 , 则 0C0,p) 包 含 化 4 中. 
故 4 有 内 点 . 


定义 2 4 称 为 6 的 正则 区 域 . 


现在 讨论 4 关于 UV 的 相对 边界 , 设 ED 为 4 的 一 边界 点 ， 
则 存在 某 个 人 6(z,0) 一 6(z,z)， 于 是 


一 有 2 一 QL 一 |z|54 ~ lal), 
1z| = 1 lz 一 由 一 地 
LN i A 
11 一 和 | 一 1 一 |a| ,或 |z 到 [aF x (2) 


由 于 (2) 是 正 交 于 单位 圆周 C, 之 圆 弧 的 方程 , 则 和 4 关于 0 的 相 
对 边界 了 是 由 一 些 与 单位 圆周 正 交 的 圆 弧 组 成 ， 称 为 4 的 曲 边 ， 
而 两 条 曲 边 的 交点 称 为 4 的 顶点 .4 之 边界 位 于 单位 圆周 的 部 
分 则 是 一 闭 集 eeCCu, e 可 能 为 空 集 

引 理 1 ”和 群 G 的 正则 区 域 具有 如 下 性 质 : 

Gi) 4 的 任意 两 点 关于 G 都 不 是 等 价 的 ; 

Gi) 任 一 点 aEV 都 有 等 价 点 属于 4oUT; 
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(iii) 任 一 5E 都 有 等 价 点 vw ET, 上 且 16|==|5' |; 

(iv) 4 是 圆 弧 凸 的 , 即 : 若 JE 4o, 则 以 a6 为 端点 并 与 圆 
周 C, 正 交 的 圆 弧 三 必 含 于 4 之 中 . 

证 (iD 假设 a.5€ 4 是 两 等 价 点 , 并 记 5=S(a) (SEG). 又 
置 z 一 8(0), z= 二 S-'(0), 则 可 得 下 面 巴 盾 : 

6(6,0) < 56,2 ) = 6(8-1(6),S-'(z )) = 6(a,0) 
dla,2) = (58(a) ,8(2)) = 54,0). 

(i) 不 妨 设 EU 不 是 :一 0 的 等 价 点 . 置 pp 二 inf 5Ca, 有 a), 则 
Am>>0, 且 存 在 =0 的 一 等 价 点 z 使 得 Ca,z )==po. 设 SEG 使 
得 z= 二 S(0), 并 置 w 一 S-'(o)， 则 对 于 任意 非 负 整数 有 

da' ,0) 一 6(S(o ) ,SC0)) = 6(a,z ) 
委 6(o,z) = (S871(q) ,S71 (a)) = dla' ,S71(a)). 
由 于 {S71(a) |n=0,1,…}) 二 {za|n==0,1,…), 则 有 
éla' ,0) oa sa) (n= 0,1,2,.). 
因此 a' :=S-'Co) 属于 4. 
(iii) 设 5ET, 那么 存在 一 SEG 使 得 5666,0) = 二 6C5,S(0)). 置 
z=S(0), z=S-!(0), 5 =S-'(5). 则 
6(5,0) = 6(0S-' 0，S-1(0)) 一 6C ,27), 
6(b,2 ) 一 60S-! (GD) ,S72 )) = 6(b' ,0). 
因此 6G,0)=6C5,z )==6b6' ,0), 故 Iw |==15|. 于 是 从 
6( ,0) = 6(6,0) = 6(0' ,2") 
可 得 WW 二 S71'(5)ET. 

(iv) 假设 性 4o. 由 于 也是 由 一 些 与 单位 圆周 正 交 的 圆 弧 组 
成 的 , 则 多 必 与 也 相交 是 只 相交 于 一 点 ,矛盾 .下 

根据 (iii) ，4o 关于 单位 圆 盘 0 的 相对 边界 是 由 一 些 曲 边 圆 弧 
对 .TY 所 组 成 的 , 其 中 , 对 每 个 二 五 中 的 任意 一 点 在 TY 中 都 
有 等 价 点 , 且 它 们 与 :==0 的 距离 相等 . 反之 亦 然 . 
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定义 3 区 域名 与 总 忆 的 并 集 称 为 G 的 基本 区 , 记 为 内 

基本 区 Do 的 等 价 区 域 p.: = 二 8.(Do)(S.EG; "一 1,2,…) 也 是 
G 的 基本 区 . 根据 (ii), 它们 填 满 开 单 位 圆 盘 0 的 内 部 .又 根据 
(0), 它们 中 的 任意 两 个 D、D; (i 关 ) 互 不 相交 , 且 每 个 D. 中 的 任 
意 两 点 都 不 等 价 . 

从 上 面 论述 即 知 5 内 中 任 一 点 的 等 价 点 全 体 在 U 内 无 聚 点 . 


4. Fuchs 群 的 类 型 


设 c:={s.|n* 一 0,1,2,…)}) 是 Fuchs 群 , 而 Do 是 其 基本 区 . 
对 于 点 a€ Do, 如 果 记 ,==S,(q)、 有 二 S.C(0) 和 及 =S.CDo)， 那 
aaiE 履 .又 由 于 |a|l=6(e,0) 一 6(oz)， 则 


N 


40 ~ la D0 = la)), 
:0 — |) — a?) Gl 

1— lal [1 — aal? < 4(1 一 lol)(C1 一 za) 

(1 一 |o|)2 


(一 lal2C 一 ls) 4G 一 |z|) 
因此 2 全 1 一 lo 入 -二 oj， 由 此 可 得 


定理 1 设 a€Do, 则 
GD yG 一 le)<co; 或 (GD 2)( 一 la) =co 
n=0 *=0 

都 不 依赖 于 a€ Do 的 选择 

对 应 情形 GD) 或 Gi) , G 分 别称 为 是 收敛 型 的 或 发 散 型 的 . 

下 面 将 涉及 到 关于 群 G 是 不 变 的 函数 f, 即 对 任意 7TEG， 

f[7(z)] 二 f(z)， 

这 类 函数 称 为 群 儿 的 自 守 函 数 , 我 们 将 在 8 2 专门 讨论 之 . 

定理 2 设 e 是 D 的 边界 位 于 单位 圆周 C4:=={z||z|=1} 上 
的 部 分 . 如 果 meo>0, 那么 6 是 收敛 型 的 , 且 使 得 
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三 0 -lzD< 笃 ， 
其 中 {lx==0,1,…) 是 z=0 的 全 体 等 价 点 . 
注 其 逆 不 真 , 因 存 在 收敛 型 的 Fuchs 群 使 得 meo=0. 
证 设 妈 =S.(0), @, 二 S,(eo) (S,.EG), 并 置 a=—U e 和 


“= 上 让 车 (1) 
由 于 “H1 引 9 关于 群 6 是 不 变 的 ， 故 
i 0 | 二 1 oo< 坟 站 | me < TT 
所 以 全 0 sbD<2aame 2mB<< 姻 | 
0 meo meo meo 


定理 3 设 6 是 发 散 型 的 Fuchs 群 , 则 单位 圆 盘 0: 一 0(0,1) 
内 不 存在 关于 G 不 变 的 非常 数 单 值 有 界 调和 函数 ， 

(参看 第 七 章 $ 3 定理 2: 0sCOns) 

证 设 在 U 内 存在 关于 G 为 不 变 的 非常 数 单 值 有 界 调 和 函 
数 x(z), 而 "(z) 是 其 巷 调和 函数 ， 且 经 规范 化 使 得 "(0) 一 0， 
记 #=u(0), 将 等 位 线 (z|u(z)=) 的 包含 于 z=0 的 足够 小 的 邻 
域 和 Do 之 中 的 部 分 记 为 ro， 显 然 它 必 通过 z=0. 设 

| dz 一 cy (9 


其 中 , 只 要 适当 选取 om 的 积分 方向 即 可 设 c>0. 又 设 "是 me 的 
等 价 弧 , 则 [= 如 果 管 
Pz) = emt FO) 一 ee, (2) 


那么 F(z) 是 UV 内 的 非常 数 单 值 有 界 正则 函数 . 若 让 z 沿 0 取 
值 , 则 w=7(z) 必 画 出 圆周 {w| 1w| =7(0)}, 故 存在 一 点 zr Eo 
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使 得 PCz* ) 王 PC0). 根据 Blaschke 定理 ， 
Sa 一 | 和 1) < ee. 
显然 1 一 ||<eonst. (1 一 |z 1)， 故 可 得 下 面 矛盾 ， 
Za —laD)<o.1 


推论 设 6 是 发 散 型 的 Fuchs 群 , 则 在 单位 圆周 C, 上 不 存 
在 这 样 的 可 测 集 B, 它 使 得 0<mB<<2x 且 关于 6 是 不 变 的 . 
证 假设 在 C, 上 存在 这 样 的 可 测 集 已 置 


az) 一 [证 略 d0， 
则 x(z) 关于 6 是 不 变 的 , 且 为 V0 内 的 非常 数 单 值 有 界 调和 函数 ， 
这 与 定理 3 矛盾 
如 果 考 虑 函数 P(z) 一 e "那么 类 似 可 得 


定理 4 设 c 是 发 散 型 的 Fuchs 群 , 则 在 单位 圆 盘 0 内 不 存 
在 关于 G 不 变 的 非常 数 单 值 正 调和 函数 ， 
(参看 第 七 章 8 3 定理 3: 0sCOnr) 


5. Fuchs 群 的 等 价 点 的 分 布 
设 a€EDo, 用 nCr,a) 表示 包含 在 {z|1z|<r<1) 中 的 a 的 等 
价 点 的 个 数 . 显然 2 一 |z|) < co 等 价 于 


[ec,oar < co. 
0 


定理 5 2(7,0) 过 (0<r<<1), 其 中 const. 不 依赖 于 


于 一 人 
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“Emo 的 选择 . 


证 设 %=S(o) (SEG). 如 果 |a|<r, 则 
al = 6(o,0) = 6(S.(ao) ,0) = 6(a,S7'(0)) = 6(57'(0) ,a) <7. 
所 以 n(r,a) 是 包含 在 非 欧 圆 盘 {z15(z,a)<<r) 中 的 z=0 的 等 价 
点 的 个 数 . 设 4=0(0,e， 记 其 包含 ,的 等 价 象 为 4. 取 正 数 
足够 小 , 使 得 所 有 4. (n= 二 0,1,2,…) 互 不 相交 . 

车 6(z,ao)<r, 则 取 正 数 " 使 得 1 一 rconst. (1 一 m1), 且 4 
包含 在 非 欧 圆 盘 {z| 156(z,o)<r,) 中 ,又 , 若 用 c(4) 表示 水 的 非 
欧 面积 , 则 有 (4.) 一 (4o) (一 0,1,2,…)， 又 {z16(z,a)<<r) 
和 人 z||z|<ri)} 的 非 欧 面积 相等 且 < 故 


o(4)n(r,a) 委 const. < 9 
| P= 


所 以 nr | 


一 


定理 6 设 a€pDo, 则 对 于 任意 实数 e>>0 
ZI 一 lab:<co， 


其 中 (a.) 是 a 关于 6 的 全 体 等 价 点 . 
证 ”对 任意 正 数 *<1 有 


DID = ran 
lol<r ' 

anna) 十 (1 十 可 — Dnla) dt 
委 const. (1 一 7)' 十 eonst | 0 = 0(1). 


因此 > 一 lo <co 1 
三 0 
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6.。 Fuchs 群 的 基本 区 对 应 的 Ricmann 曲面 


设 Do 是 Fuchs 群 G 的 基本 区 . 如 果 将 Do 的 边界 之 等 价 点 粘 
合 起 来 , 那么 Do 可 被 看 成 是 Riemann 曲面 , 记 作 Fo 或 F, 称 为 G 
所 对 应 的 Riemann 曲面 

车 Do 的 位 于 单位 圆 盘 UV 内 的 边界 个 数 ” 有限 ( 必 可 被 4 整 
除 ), 则 的 亏 格 为 */4, 否则 即 为 无 限 . 

如 果 Do 及 其 边界 都 包含 于 UV 之 中 , 那么 F 是 一 闭 Riemann 
曲面 ; 如 果 Do 只 有 有 限 个 抛物 顶点 位 于 单位 圆周 Cv 之 上 , 其 
中 Do 的 两 边 都 相互 接触 , 而 且 Do 位 于 单位 圆 盘 0 之 内 的 顶点 个 
数 为 有 限 , 那么 必 是 从 一 闭 Riemann 曲面 中 挖 去 个 点 而 得 . 

显然 D, 的 等 价 象 全 体 {0.1 二 0,1,2,…}) 填 满 整个 单位 圆 盘 
U，, 将 其 看 作 是 F 的 单 连通 覆盖 面 P 的 代表 . 

设 是 Ds 的 边界 , 而 a€ET (lal<1) 是 Do 的 一 个 顶点 , 又 
设 {aiji=0,1,…,n 一 1} (qo=a) 是 a 在 上 的 所 有 等 价 点 所 成 之 
集 , 则 lo|l=lel. 记 ai 为 Do 在 a 处 的 内 角 . 可 以 看 出 , 存在 有 限 
个 Do 的 等 价 象 D (j= 二 0,1,2,…,m 一 1) 以 a 为 其 边界 点 且 其 全 体 
填 满 a 的 某 个 邻 域 . 对 于 每 个 D), 存在 S;EG， 使 得 mn 一 SCD)， 
记忆 =Sj(q), 则 bET 是 a 的 等 价 点 . 一 般 情形 , 会 有 几 个 已 与 
重合 , 即 5,(a) ==a. 将 这 样 的 5; 全体 记 为 cv, 设 其 个 数 为 N， 如 
果 b=b==ai (0<i<n 一 1), 那么 S;(a) 二 Si(a)，, SF'S;(q) 二 a， 所 以 
S71S,E Go， 因 此 与 a 重合 的 包 的 个 数 也 为 N， 由 于 {D,} 填 满 4 
的 某 个 邻 域 , 故 NCa 十 wm 十 … 十 w-D 一 2r， 即 

(as 十 十 … 十 ww-D 一 2r/N. 

如 果 将 a 考虑 成 Riemann 曲面 一 Fe 上 的 点 , 则 在 a 处 ， 
peo 是 关于 的 N 一 1 阶 支点 . 因此 如 果 Fe" 是 的 非 分 支 覆 
盖 面 , 即 车 Pee" 是 的 万 有 和 覆盖面 时 , N==1, 所 以 

(Ca 十 wa 十 … 十 ww-D 二 2x 
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7. Fuchs 群 对 应 的 Green 函数 


定理 7 (Myrberg) 设 f=Fs 是 Fuchs 群 G 对 应 的 Riemann 
曲面 . 则 6 是 收敛 型 当 且 仅 当 PEOc. 而 且 , 若 FEOo, 则 的 以 
aE Do 为 极 的 Green 函数 可 表示 为 


g(z,0) 一 2! 


其 中 (a) 是 a€D。 的 等 价 点 全 体 

证 1) 设 F 存在 Green 函数 y(z,a). 用 h(z,qa) 表 示 g(z,a) 
的 共 思 函数 , 并 置 f(z) 一 e+ ， 则 f(z) 是 单位 圆 盘 UV 内 是 有 界 
正则 函数 , 且 f(a.) 二 0 (x 二 0,1,2,…). 根据 Blaschke 定理 ， 


六 0 一 ja) 二 oo ,因此 6 是 收敛 型 的 . 
0 


2 一 0 


2) 设 0 是 收敛 型 的 , 则 2(1 一 lw)<co, 因此 


0: = Brel! 二 CD 


除去 a (n=0,1,2,*…) 等 点 外 在 Uv 内 收敛， 且 关 于 G 是 不 变 的 . 
从 而 9(z) 是 PN{e} 上 的 单 值 调和 函数 ， 又 设 {F,)% 是 的 一 
个 穷尽 列 , 其 中 a€ m, 而 g.(z,a) 是 FR 的 Green 函数 . 根据 最 大 
值 原理 , 由 yg* (z) 之 0 可 知 在 FR. 上 9g.(z,a) 才 g* (z)， 所 以 
9(z,0) = lim g.(z2,40) Sg (2) < co. (2) 
从 而 下 的 Green 函数 存在 , 即 PEOc. 
3) 下 面 证 明 y(z,a) 一 9"(z). 为 此 设 
oO = D8 |. (3) 
设 非 欧 闭 圆 盘 Ko 一 {z16(z,o) 入 *} (0<e<1) 包含 于 Do 之 中 , 而 
Co={zl5(z,a) 一 *)》 是 其 ( 非 欧 圆周 ) 边 界 . 用 K, 和 C, 分 别 表示 
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Ko 和 Co 的 等 价 象 . 在 开 单 位 圆 盘 U 中 移 去 UR, 所 得 余 集 记 为 
2 则 gx (z) 在 8. 内 调和 , 且 在 单位 圆周 C, 上 gx (z)==0, 于 是 ， 
根据 最 大 值 原理 和 9g" (z) 关于 G 的 不 变性 ， 

0<g (2) S,max gr (7) 委 max 9" (2) = max g" (2) 
对 任意 zE 9, 都 成 立 ,因此 当 n->co 有 

0<g° (2) < max 9 (2), Vz€ 8:= lim®. (4) 

设 万 (z)=g*(z) 一 g(z,a). 根据 式 (2), 0<H(z)<g* (2)， 
故 且 (z) 在 8 内 有 界 . 又 由 于 H(z) 在 UK, 内 是 调和 的 , 则 在 单 
位 圆 盘 0 内 是 有 界 调和 的 . 根据 Fatou 定理 , 对 几乎 所 有 的 。”， 
极限 imHCre”) 二 H(e”) 存在 . 另外 , limg* Cre 一 0 对 几乎 所 有 的 
ov 成立, 而 且 0 和 HCz) 过 g* (z), 所 以 H(z) 二 0 对 几乎 所 有 的 e* 
成 立 .由 此 可 见 H(z) 在 VU 内 是 有 界 调和 的 . 故 得 H(z) 三 0, 即 

9g(z,a) 三 g°(2). | 


§ 2 自 守 函数 


1， Riemann 曲面 上 半 纯 函数 的 存在 性 


本 节 旨 在 证 明 任 一 Riemann 曲面 存在 非常 数 单 值 半 纯 函数 . 

回忆 第 二 章 $ 2. 5~7, Riemann 曲面 R 的 万 有 覆盖 面 下 是 一 
正规 覆盖 面 , 故 其 上 存在 覆盖 变换 群 6G, 它 与 的 基本 群 多 (P) 
同 构 ， 另 外 , 根据 单 值 化 定理 , 必 与 闭 复 球面 , 复 平面 或 开 单位 
圆 盘 三 者 之 一 (统一 记 为 如 ) 共 形 同 胚 . 设 该 映照 为 p: E>2， 屠 
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么 对 任意 9E Ga, 其 复合 mg "9-' 是 将 天 的 同 胚 象 卫 映 上 自身 的 
共 形 映照 ,从 而 
G: = (prg"9 |9E Gn} 

是 一 以 了 为 不 变 域 的 变换 群 . 它 必 为 真 不 连续 群 . 

定义 1 设 多 是 以 某 区 域 D 为 不 变 域 的 函数 群 , 而 F(z) 是 
定义 在 D 里 的 非常 数 单 值 半 纯 函数 . 若 对 任意 TE 多 , 在 D 里 有 

F[T(z)] = F(z), 

则 称 RC(z) 为 关于 多 的 自 守 函数 . 


对 R 上 的 任 一 点 p， 将 站 覆盖 在 p 上 的 所 有 点 记 为 {i);、 而 
将 五 在 9 的 不 变 域 了 的 象 记 为 为 注意 到 { 巴 ) 闫 于 6G 是 互 为 等 价 
的 (全 体 ) 点 . 设 卫 上 存在 自 守 函数 P(z)， 由 于 F(z) 在 所 有 等 价 
点 处 都 取 相 同 的 值 , 那么 ， 下 面 的 定义 是 有 意义 的 : 

f(7) 一 PCz)，YPERR 
于 是 f(z) 是 R 上 非常 数 单 值 半 纯 函数 . 这 样 一 来 , R8 上 半 纯 函数 
的 存在 问题 可 归结 为 自 守 函数 的 存在 问题 . 


2， 不 与 开 单位 圆 盘 共 形 同 胚 的 万 有 覆盖 面 


有 下 面 两 种 情形 : i) 不 与 闭 复 球面 共 形 同 胚 ; iD 下 与 ( 开 ) 复 
平面 共 形 同 胚 ， 显 然 情形 i) 蕴 含 让 与 有 共 形 同 胚 , 故 R 上 存在 非 
常数 单 值 半 纯 函数 .本 节 第 3 段 将 分 几 种 情况 讨论 情形 让 ， 

首先 , 由 于 复 平面 映 上 自身 的 变换 


T(z2) = Da 
在 oo 点 处 是 单 重 极点 , 故 可 表示 为 7(z) 一 amz (q 天 0)， 然 而， 
做 为 变换 群 的 母 元 时 ,此 式 通 常规 范 化 为 
T(z) 一 2 十 o. ( 关 ) 
注意 到 群 G 是 乘法 群 , 即 若 7.SEG, 则 (TS)(z) 一 7LS(z)]. 
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于 是 对 整数 nw、nz, 若 记 Ti(z) 一 z 十 w (i 二 1、2), 则 有 
(TYTT2)(z) = z+ mol 十 nzoz. 

由 此 可 见 , 关系 F[Ti(z)] 三 F(z) 意味 着 F(z) 以 w 为 周期 . 
从 而 寻找 自 守 函数 就 是 寻找 以 o 为 周期 的 周期 函数 . 

下 面 引 理 对 讨论 复 平面 自身 共 形 变换 群 G 有 着 积极 的 作用 . 

引 理 1 设 G 有 两 个 异 于 恒 同 变换 的 母 元 

T(z) = zo T2(z) 一 2 十 om 

其 中 woz 是 关于 整数 域 线性 无 关 的 复 常 数 ， 则 训 不 是 实数 . 


证 记 久 = 名 假设 为 是 实数 , 则 有 mn<mi 十 1, 其 中 
mi 为 整数 . 显然 天 mi 不 妨 设 |@z| 志 | |， 取 = OM , 则 
0< |o| = |o 一 moz| < |ol. 
若 记 2 一 符 , 则 有 == 一 之 1 于 是 存在 一 整数 mm 使 得 
wm 才 加 过 mz 十 1. 假设 加 二 mz, 则 om 一 maos 且 01 二 《mmz 十 1)ws. 但 
这 与 oa 关于 整数 域 为 线性 无 关 的 事实 相 矛 盾 . 故 得 加 关 m2 
于 是 若 取 w 一 w 一 ras， 则 有 
0 一 |ol| = |o 一 maos| < |w|. 
如 此 不 断 讨论 即 可 得 一 复数 列 {@w), 使 得 每 个 on 都 是 ww 的 整 
系数 组 合 , 且 
od < lo < |) < ol. (1) 
另 一 方面 , 对 每 个 om， Tm: 一 z 十 own€E0, 故 om 一 Tn(0) 是 原点 
关于 c 的 等 价 点 . 但 由 (1) 知 {on} 在 复 平面 内 必 有 聚 点 ， 矛盾， 上 


3， 复 平面 映 上 自身 的 共 形变 换 群 
设 G 是 复 z 平 面 映 上 自身 的 共 形变 换 群 . 分 四 种 情形 讨论 . 
1) 群 G 只 含 恒 同 变换 , 则 及 与 与 复 平面 共 形 同 胚 . 
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2) 群 G 只 含 一 个 异 于 恒 同 变换 的 母 元 , 根据 式 (* ), 则 有 一 

个 非 0 复 常数 @ 使 得 每 个 TYEG 都 有 标准 化 形式 : 
T(z) 一 z 十 zxo， 其 中 "为 整数 . 

取 4={z|z==ihw, 4 为 实数 }. 则 4 是 过 原点 并 与 撩 量 o 正 交 
的 直线 . 注意 到 {4: 二 S.(lo))s.eo 是 一 族 平行 线 . 将 和 4 所 夹 的 
长 条 形 开 区 域 记 为 D, 则 c= 二 DU4 就 是 群 6 的 基本 区 . 显然 , 函 
数 w=p(z) :二 e™”“ 将 区 域 D 一 对 一 共 形 映 上 沿 正 半 实 轴 裂 开 的 
w- 复 平面 , 使 得 映 成 正 半 实 轴 . 现在 , 在 z- 复 平面 上 定义 

0(z) 二 plz )， 其 中 xz 是 z 在 o 上 的 等 价 点 
由 于 存在 整数 w 使 得 2 =z 十 w %, 故 群 G 的 自 守 函数 为 
(2) = eh 

在 情形 2) 下 , 群 c 所 对 应 的 Riemann 曲面 R; 可 通过 将 馈 边 
基本 区 5==DU4UL4 的 两 边 lo 粘 合 而 得 之 ,此 时 ,Rs 是 一 管状 
曲面 , 亏 格 为 0 且 非 单 连通 . 注意 , 映照 w=e”™“ 将 记 一 对 一 映 
成 穿孔 复 平面 {w10<|w|<o0}. 

3) 群 G 只 含 两 个 异 于 恒 同 变换 的 母 元 , 则 存在 两 个 关于 整 
数 域 为 线性 无 关 的 复 常数 wo,、c2， 使 得 每 个 TEG 沸 有 规范 形式 : 

T(z) 一 z 十 mol 十 maw， 其 中 心 为 整数 ， 

对 任意 自然 数 N, 使 得 Im | 十 |m|= 二 N 的 整数 对 (ww) 计 有 

4N 个 . 又 由 引 理 1 知 不 为 实数 , 故 存在 仅 与 wo 有 关 的 常 


数 K>0 使 得 
Im 十 wzwz| > KN. 
现在 在 闭 圆 盘 Du: 二 {z|1z| 二 M ,M1) 上 讨论 级 数 


1 1 1 
人 3 二 te 一 mol 一 nzoz)2 (no 二 pe 
的 收敛 性 . 


[| 
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MM 时 有 -1z| -一 
由 于 当 YX> 天 时 有 TS 人 < ， 故 


1 1 
> I fn (2 — mo — 1202)2 《moi 十 Te ) 
-5 | 2z(mo 十 nzoz) 一 之 | 
1 (2 一 mol 一 R22) (nO! 十 na)? 


AM/ ii| 十 |sz| 一 六 
3M 12M 
全 pl i CN 一 人 后 > K(KN 一 Ah 
显然 上 面 不 等 式 最 右边 的 级 数 是 收敛 的 , 所 以 最 左边 的 级 数 在 闭 
圆 盘 Dn 上 是 一 致 收敛 的 , 从 而 在 复 平面 上 是 广义 一 致 收敛 的 ， 
由 此 可 见 多 (z) 是 一 非常 数 单 值 半 纯 函 数 . 

显然 , 由 多 (z) 的 构造 可 得 

(2 一 22( 一 0)， 且 PEto)= FH) 十 oh 
其 中 ci 为 常数 , i==1、2. 于 是 用 :一 一 w/2 代入 第 二 式 即 得 

GD(oV2) = DBD(— 0/2) + or 
从 而 =0, ;=1、2. 所 以 多 (z) 是 以 wr、 为 周期 的 双 周 期 函数 ， 
也 就 是 关于 群 G 的 自 守 函数 . 

在 情形 3) 下 , 群 6 的 基本 区 可 取 作 以 原点 为 项 点， 以 两 矢量 
ws 为 邻 边 的 半 开 半 闭 平行 四 边 形 ， 将 灸 边 基 本 区 的 两 组 对 应 
平行 边 分 别 粘 合 就 得 到 群 所 对 应 Riemann 曲面 Ri 此 时 , Rs 是 
( 闭 ) 轮 胎 面 , 亏 格 为 1. 

任意 两 个 轮胎 面 是 拓扑 同 是 的 , 但 未 必 是 解析 同 胚 的 、 


4) 假设 群 6 含 三 个 异 于 恒 同 变换 的 母 元 , 则 对 任意 TEG 有 
T(z) = z+ mo 十 nzaz 十 naosy (1) 
其 中 wo 关于 整数 域 为 线性 无 关 ,而 wm wm 是 整数 . 


根据 引 理 1, 竺 、 空 、 鱼 都 不 是 实数 . 故 型 了 名， 从 而 
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和 (2) 
D1 十 hy 二 本 
有 和 解 , 设 为 家 、h%. 显然 及、 多 也 是 方程 组 (2) 的 解 , 故 为、 为 此 为 
实数 . 取 两 个 整数 w、" 使 得 
| 和 一 由 | 委 1/2、 | 一 ml < 1/2. 
记 o 一 wm 一 mol 一 zzo 一 (一 za)w 十 (2 一 zz)os， 于 是 有 
0<|lo|= |o 一 mol 一 moz| 委 (ol| 十 |o|)/2. 


因为 - 不 是 实数 , 故 (4 一 m1)w 与 (和 一 m2)ow 的 幅 角 之 差 不 可 能 
为 "的 整数 倍 , 从 而 “所 、 所 ”都 不 是 实数 , 且 
lo| < (dol 1))/2 入 max(Clol| ,|wz|)， 
现在 用 o 代替 方程 组 (2) 中 的 @ 及 ow 二 者 之 中 模 数 大 的 ， 
比如 , 若 |o| 志 |e21, 则 用 o 代替 o， 同时 用 oo 代替 方程 组 (2) 
中 的 mm。 由 此 所 得 的 方程 组 | 由 于 甸 关 名 
Mo hm 一 oz 
| ND 二 (2 
有 实数 解 "jz ， 于 是 同样 可 得 复数 w， 使 其 满足 下 面条 件 : 
a) |o |<max(lol, |o|); 
b) 多、 亿 ” 都 不 是 实数 ; 


Oo 
c) o' 是 w、o、 的 整 系数 组 合 . 
如 此 不 断 进行 下 去 , 可 得 无 限 个 模 数 小 于 max(|ol|,|w|) 的 非 0 
复数 o…， 它们 都 满足 条 件 c). 于 是 , 若 对 每 个 复数 o* 定义 
T(z2) 一 2 十 oO"， 

则 TEG 且 7*(0)=w*, 这 就 是 说 每 个 。* 都 是 > 一 0 的 等 价 点 . 
但 全 体 这 样 的 。* 在 圆 盘 {z|1z| 二 max(|o|,|oz1)} 内 有 聚 点 ， 
这 与 6 是 真 不 连续 群 相 矛盾 . 所 以 变换 群 G 不 可 能 含有 三 个 或 
三 个 以 上 异 于 恒 同 变换 的 母 元 . 
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4. Fuchs 群 对 应 的 Poincaré 9- 级 数 


本 段落 讨论 对 应 于 双 曲 型 Riemann 曲面 的 情形 . 


定理 8 (Poincaré)” 任 一 Fuchs 群 都 有 与 之 对 应 的 自 守 函数 
证 设 c 是 以 单位 圆 盘 0 为 不 变 域 的 Fuchs 群 . 则 有 


SC 一 时 二， od bo = 1 EC (1) 

考 虚 z=0 的 等 价 点 全 体 {S.(0)}. 显然 圆 盘 0(0,1/2) 只 含 
{S.C(0)} 中 的 有 限 个 点 ， 于 是 可 取 足 够 小 的 正 数 4 使 得 原点 的 圆 
盘 邻 域 50: 二 000, 人 D 在 0(0,1/2) 内 的 (有 限 个 ) 象 6: 二 5S.(60) 两 两 
不 交 . 从 而 全 体 {5: ==S.(60) |S.EG} 也 两 两 不 交 . 于 是 


D16| 二 xn (16.| 表示 6 的 面积 ). (2) 


为 计算 6 的 面积 , 不 妨 设 原点 之 象 w 在 实 轴 上 , 则 对 应 于 (1) 的 
映照 函数 可 改写 为 


= 入 名 
此 时 ，o=5 一 -让 、 si ED 于 是 
4 
所 以 由 式 (2) 可 得 B= 殴 这 一， 更 有 


CGI 一 lol22<c<o、 27(1 一 lc 人 2<<c. 
SEOG 


SE0 
从 而 , 根据 式 (2), 下 面 除去 最 多 有 限 个 c.==0 的 项 后 的 级 数 
A 1 Co el)? 
= 


在 U 的 任 一 紧 致 集 上 一 致 收敛 
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现在 任 取 一 个 UV 内 的 单 值 半 纯 函数 H(z). 考虑 级 数 
> “Coz + d) HLS.Cz)] 
SEG 
六 (3) 
兰 方 所 1: 十 罗 | HLS.(2)]. 
SeEG 
对 忆 的 任 一 紧 致 集中 ， 显然 级 数 (3) 中 使 得 一 全 一 [eaEP 的 项 
是 有 限 的 , 故 级 数 (3) 除 去 这 些 项 后 所 得 的 级 数 在 了 上 是 一 致 收 
敛 的 . 于 是 可 以 断言 级 数 
> (cz t+ d) “HLS.(z)] 


SE 
在 U 上 广义 一 致 收敛 于 一 个 单 值 半 纯 函数 , 记 为 6(2)， 
对 任意 两 个 SSEG, 若 记 
Sij = SioS;、 qj = aaj+ bec; bi = ab; + bid;, 
0j = 00 + dc dy= cbt+ dd,, 
= 8s| +0) p+ by 
则 SC 一 中叶 二 ci 十 是 故 得 


@[S,(z)] = 了 (生计 让 厅 {SI[SiCz)]》 


cz 二 4d 
= (cz + dD) (cz + ds) “HLS,2)]. 
从 而 OLS;C2)]= (68+d) Oz), VY zEU. (4) 
另 取 一 个 U 内 的 半 纯 函数 H(z), 其 对 应 的 6- 级 数 为 @,. 同 理 
@LS;(z2)] = (cz dO(z), VzEU, (5) 
于 是 由 式 (4)、(5) 可 知 函 数 
_ 8(z2) 
1(2): = Glz) 


是 UV 内 的 自 守 函 数 . 显然 它 是 非常 数 的 .| 


函数 F(z) 称 为 98-Fuchs 函数 . 当 G 是 Klein 群 时 ,F(z) 称 为 
©-Kiein 函数 . 
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8$3 开 Riemann 曲面 的 延 拓 


1. 极 大 Riemann 曲面 的 概念 


定义 1 设 R 是 一 Riemann 曲面 . 若 R 可 被 一 对 一 共 形 映 上 
另 一 Riemann 曲面 7 的 真子 区 域 , 则 称 £ 是 可 延 拓 的 , 否则 称 R 
是 不 可 延 拓 的 或 极 大 的 . 

显然 , 紧 Riemann 曲面 是 不 可 延 拓 的 . 

极 大 Riemann 曲面 的 概念 是 由 Rad6,T. [1] 首 先 提出 的 在 
此 之 前 , 他 于 1924 年 已 构造 了 一 个 非 紧 极 大 Riemann 曲面 . 

极 大 延 拓 的 共 形 等 价 性 问题 将 在 $4.6 中 讨论 . 与 极 大 
Riemann 曲面 的 概念 密切 相关 的 是 本 性 极 大 的 概念 ,读者 可 参看 
8 4.5.6 和 第 七 章 § 2. 3. 

有 关 非 紧 镀 边 Riemann 曲面 延 拓 的 概念 将 单独 在 8$ 4 中 讨 
论 , 尽管 其 结果 一 般 可 直接 用 于 开 Riemann 曲面 的 情形 . 


2.” ”Riemann 曲面 极 大 延 拓 的 存在 性 


定理 1 任 一 可 延 拓 的 Riemann 曲面 都 存在 极 大 的 延 拓 . 

注 ”Bochner,S. [1] 首 先 用 Zermelo 公理 给 出 本 定理 的 证 明 
(参看 84 定理 1 的 证 明 ), Heins,M. [1J 采 用 另 一 方法 . 下 面 是 后 
者 的 简化 形式 . 

证 设 R 是 一 覆盖 在 复 = 球面 9 上 的 可 延 拓 的 开 Riemann 
曲面 . 设 被 函数 w= 了 (z) 共 形 映 上 盖 在 复 ww 球 上 的 另 一 
Riemann 曲面 $ 的 真子 曲面 go. 将 @ 按 下 述 方法 扩张 成 多 ， 

设 C 是 @ 上 以 ww 为 起 点 .以 六 为 终点 的 闭 曲 线 , 其 中 ww 和 加 
是 8 上 的 同一 点 . 如 果 C (在 @ 中 ) 同 伦 于 0、 或 (在 06 中 ) 同 伦 
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于 包含 在 Nt 则 定义 w 和 钙 是 $$ 上 的 同一 点 否 
则 定义 w 种 是 上 的 不 同 点 . 按 此 方法 扩张 成 的 曲面 $$ 是 5 
的 一 个 是 并 且 是 下 的 一 延 拓 . 称 多 相对 于 %% 是 单 连通 的 . 
5 中 的 闭 曲线 (在 中) 或 同 伦 于 0、 或 同 伦 于 包含 在 m 之 中 的 闭 
曲线 . 在 下 面 的 证 明 中 , 凡 曲 面 R 的 延 拓 2 均 指 经 扩张 后 的 曲面 
$$, 即 认定 8 二名 

不 妨 设 z=0ER 且 不 是 支点 , 且 在 映照 f 下 的 象 f(0)=0 也 
不 是 的 支点 . 不 妨 设 R 的 极 大 延 拓 既 非 闭 球 面 也 非 轮 胎 面 . 将 
有 的 万 有 闭 盖 面 R*” 共 形 映 上 开 单 位 圆 盘 U: 二 {t| || 过 1}, 使 得 
z 二 0 被 映 成 :=0， 由 此 得 到 VU 的 一 Fuchs 群 Cu 

用 映照 6=h(w) (1(0)=0) 将 允 的 万 有 团 盖 面 we 共 形 映 
上 开 圆 盘 V :二 {6116|<<n}, 其 中 w=m 由 下 面条 件 所 确定 ; 若 置 

6 =h(f(2)): = 9(2), (1) 
则 
yp(0) 一 0， 9 (0) = 1. (2) 
由 此 得 到 单位 圆 盘 『 的 一 Fuchs 群 Co. 

由 于 B=$ 相对 于 四 是 单 连通 的 , 则 群 G4 被 同 态 映 上 和 群 Co， 
使 得 对 于 cx 的 任 一 元 素 ， 必 有 Ge 的 一 个 元 素 与 之 对 应 ; 但 对 于 
Go 的 元 素 , 可 能 有 G4 的 多 个 元 素 与 之 对 应 . 注意 到 R 被 56 一 9(2) 
共 形 映 上 G6 的 一 真子 区 域 . 


设 ZZ; :4 = lal<1l Co=1,2,.") (3) 


是 G6。 的 元 素 , 则 根据 同 态 映照 , 7, 对 应 G4 的 一 个 元 素 5。: 
(一 ao) 


So: 6 = ee Pe’ lel <7 w=1,2,..). (4) 
考虑 R 的 所 有 上 述 之 延 拓 5, 并 置 
7" = sup 加 (5) 


下 面 将 证 明 w* 过 co, 且 存 在 R 的 一 延 拓 B*，, 使 得 m+ 二 2", 且 
9 是 极 大 的 . 
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根据 (5), 存在 R 的 一 列 延 拓 {@} 呈 ,使 得 7” “=lim 孙 ， 其 中 
四 一 Mo 设 (2z) (9.(0)=0, py' (0)=1) 是 由 (1) 所 定义 的 函数 . 

设 {z||z|<p} 是 R 上 的 一 单 叶 圆 盘 , 由 于 p, 是 单 叶 的 , 根 
据 Koebe 偏差 定理 , p.(z) py (z) 和 1/m(z) 在 (zl|1z| 委 pe 到 p)} 
上 都 是 一 致 有 界 的 . 由 于 在 R 上 是 局 部 单 叶 的 , 故 {%)%, 在 
R 的 任 一 紧 子 曲面 上 是 一 致 有 界 的 . 因此 可 从 {%}%, 中 选 一 子 
列 , 仍 用 原 记 号 , 使 得 存在 函数 w(z) 满足 

limg(z) 一 9(2)， 9C0) 一 0， 9 (0) 一 1 (6) 

其 收敛 在 R 上 是 广义 一 致 的 . 则 p(z) 在 R 上 是 单 叶 的 , 设 
on EGG 一 ae) ee 和 一 ce ) 


So 如 一 eu 


人 一 0 吧 at 
1 一 全 (7) 
ao <n (Co 一 1,2) 
是 同 态 映照 下 对 应 于 7, 的 群 Go, 中 的 元 素 , 根据 (6)， 
lim da = a, (v= 1,2,.") (8) 
存在 . 只 要 适当 选取 子 列 ， 可 设 下 面 极限 存在 : 
lim 0 = 0, (一 1,2，…). (9) 


如 果 假 设 亿 一 co， 那么 mco， 所 以 根据 (7)、(8)、(9)， 
SS 6 =e —a) 一 co). (v= 1,2,°.) 

由 于 Ge 有 固定 点 , 则 0. 一 0, 因此 

Se: 6 =6—a (v=1,2,..). (10) 
根据 Koebe 的 1/4- 贺 定理 ，{z|1z| 过 p) 在 “一 mw(z)- 平 面 的 象 包 
含 一 圆 盘 {$116| 过 p/4}. 故 由 {5.) 生成 的 群 6 是 真 不 连续 的 . 
从 而 c 必 为 单 周期 或 双 周 期 变换 群 . 因此 有 可 以 以 闭 球 面 或 轮 
胎 面 作为 其 极 大 延 拓 , 这 与 前 面 的 假设 相 矛 盾 . 故 a*<<oo, 即 得 
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Te 
(人 一 coco) (v= 1,2,°) 

因为 由 {5,) 生成 的 群 G 是 真 不 连续 的 , 所 以 , 若 记 Do 为 其 
基本 区 , 则 R 被 映 上 Do 的 一 子 区 域 . 如 果 将 Do 的 边界 的 等 价 点 
都 粘 合 起 来 , 那么 Do 可 看 成 一 Riemann 曲面 9'，, 而且 po* ==p*. 
显然 8" 是 R 的 一 延 拓 . 

下 面 证 明 8" 是 极 大 的 . 否则 可 将 B* 共 形 映 上 另 一 Riemann 
曲面 2 的 真子 曲面 , 故 四 是 8 的 一 延 拓 ， 如 前 所 为 ,可 用 映照 
将 @ 的 万 有 覆盖 面 gf 共 形 映 上 开 圆 盘 : 二 {61| 41 过 m}. 若 
设 6=g'(z) (gp* (0)=0, gp"' (0)=1) 和 6=9'(z) (91(0)=0, 
9 (0) 一 1) 分 别 是 对 应 于 mw” 和 pi 的 满足 关系 〈1) 的 函数 . 则 圆 
盘 {5|15|<7*) 被 共 形 映 上 的 一 个 真子 区 域 , 它 是 B* 的 象 . 
又 设 6 一 g(6) (g(0) 一 0) 是 其 映照 函数 , 则 根据 Schwarz 引 理 ， 

9 (0) < TV 
由 于 mw(z) 一 9(9* (2)), pv (0) 二 g' 《0)p*(0), 则 有 9 C0) 二 1, 从 
而 %* 过 m. 与 定义 相 蔬 盾 . 故 B* 是 极 大 的 . 1 


3. 极 大 Riemann 曲面 的 性 质 


定理 2 开 Riemann 曲面 R 是 极 大 的 当 且 仅 当 满足 下 述 
两 条 件 : 

a) R 不 含有 限 亏 格 的 非 紧 端 ; 

b) R 不 含 被 正则 嵌入 的 单 连 子 区 域 r, 即 V 可 被 共 形 映 上 开 
单位 圆 盘 的 一 真子 区 域 并 使 其 边界 W 被 映 入 单位 圆周 . 

证 首先 设 (a) 不 成 立 . 设 吕 是 下 的 具有 有 限 气 格 的 非 紧 
端 . 由 于 任 一 亏 格 有 限 的 开 Riemann 曲面 都 能 被 嵌入 一 紧 
Riemann 曲面 之 中 , 故 2 可 被 嵌入 一 紧 镶 边 Riemann 曲面 3" 之 
中 , 使 得 8 关于 R 的 相对 边界 29 与 5 的 边界 便 同 . 记 8 为 


:ae — 
SO 8 一 改作 lel < | 
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如 ' 的 内 部 , 将 8 的 点 和 8* 中 与 之 对 应 的 点 烙 合 , 由 此 得 到 一 
Riemann 曲面 RUS" 显然 (RU98*)\R 二 9"\98 是 一 非 空 紧 致 集 ， 
故 是 可 延 拓 的 . 

其 次 设 b) 不 成 立 , 即 R 有 一 单 连 通 子 区 域 了 可 被 共 形 映 上 
开 单位 圆 盘 0 的 一 真子 区 域 并 使 其 边界 W 被 映 入 单位 圆周 . 现 
将 V 的 点 和 它 在 UV 的 象 粘 合 ,由 此 而 得 的 Riemann 曲面 RUD 必 
为 R 的 一 延 拓 . 

最 后 , 设 有 满足 a) 但 非 极 大 . 设 R" 是 8 的 一 延 拓 ， 取 一 点 
ppER"\R 使 得 po 是 R 的 边界 点 . 根据 a)，z 的 参数 邻 域 4 必 使 
得 4 站 RR 的 任 一 分 支 都 是 单 连 通 的 , 故 b) 不 成 立 . | 


4. 极 大 开 Riemann 曲面 的 判别 


定理 3 设 中 是 一 覆盖 在 复 = 球面 S 上 的 有 限 叶 开 
Riemann 曲面 . 若 R 的 大 范围 限 值 集 : 二 Cn 是 一 零 容 闭 集 , 且 B 
的 每 一 点 都 是 尽 的 支点 投影 的 极限 点 ,， 则 8 是 不 可 延 拓 的 . 

证 首先 证 明 RE Oo， 和 否则 假设 REOc. 如 果 中 有 点 被 R 
所 米 盖 ,那么 将 R 盖 在 其 上 的 点 全 部 移 去 ， 由 此 得 一 Riemann 曲 
面 R", 它 是 9:=SN8 的 一 叶 完全 和 米 盖 面 - 由 于 REOo, 故 可 得 
R*EOe 设 gbp,m) 是 R* 的 以 m 为 极 的 Green 函数 , 记 zE9 为 
mn 在 Ss 的 投影 . 对 任 一 点 zE 8, 将 R' 家 盖 在 其 上 的 ” 个 点 记 为 


Dz) yz) 则 (zszo7: 一 之 ) 9C2.(z),m) 是 9 上 的 正 调和 函 


数 , 目 在 处 具有 对 数 奇 性 log Tz 因此 9 上 存在 Green 函 
数 , 故 y(B)>0. 矛盾. 即 得 RE Oc. 

假设 R 是 可 延 拓 的 ， 下 面 将 导出 矛盾 . 

设 R 被 函数 w=f(z) 共 形 映 上 盖 在 复 ww 球 上 的 另 一 
Riemaan 曲面 0 的 真子 曲面 9。， 则 存在 B 的 一 个 内 点 wo 使 其 同 
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时 为 @ 的 边界 点 . 不 妨 设 wo 不 是 5 的 支点 . 现在 取 一 足够 小 的 
数 p>>0 是 得 圆 盘 4: ==0GQw,p) 及 其 边界 C:= {wllw 一 wo| 二 p} 
都 包含 于 wo 的 参数 邻 域内 . 

置 0i2 一 mw 站 4, 并 记 M 是 B87 的 边界 位 于 4 的 那 一 部 分 ， 
记 g=f', 假设 Ch) 一 0, 则 D: 一 外 AMf 是 一 连通 区 域 , 且 y(w) 
是 D 上 的 半 纯 函数 ， 如果 yCo) 在 wlE M 是 半 纯 的 , z1=glw) 是 
R 的 聚 值 点 , 故 必 为 R 的 支点 的 极限 点 , 矛盾 . 由 此 可 知 M 的 每 
一 点 都 是 gw) 的 本 性 奇 点 . 这 样 一 来 , 在 M 的 任 一 邻 域内 ， 除 
去 复 球面 $ 的 一 可 能 的 例外 零 容 集 , gCw) 必 取 S 的 每 个 值 无 限 
多 次 . 这 与 及 是 有 限 叶 相 矛 盾 . 因此 只 能 是 "af) 之 0， 从 而 可 得 
EE0s, 即 有 REEOc 蔬 盾 . 上 

日 本 Tamura,J. [1 将 上 述 Tsuji,M. 的 结果 推广 如 下 : 

定理 4 设 R 是 一 六 盖 在 复 球面 S$ 上 的 开 Riemann 曲面 ， 
目 不 含 有 多 连通 的 平面 型 的 非 紧 子 区 域 . 又 设 R 有 闭 子 集 使 
得 SN 的 每 一 点 都 同样 被 R 覆盖 有 限 多 ? 次 . 若是 Nso 集 ( 参 
看 第 五 章 8 1,7), 则 ER 是 极 大 的 . 

此 处 略 去 其 证 明 . 


5， 开 Riemann 曲面 的 延 拓 方法 


首先 设 2 是 开 Riemann 曲面 的 素 端 , 即 的 一 非 紧 子 曲 
面 , 其 相对 边界 也 由 有 限 条 解析 Jordan 曲线 组 成 . 若 是 平面 
型 的 , 则 可 将 9 一 对 一 共 形 映 入 单位 圆 盘 使 一 中 有 一 曲线 “ 映 
成 单位 圆周 ,于 是 通过 将 单位 圆周 与 之 对 应 点 的 粘 合 可 将 单位 
圆 盘 共 形 典 入 R 而 延 拓 之 . 此 过 程 可 形象 地 理解 为 “填补 空洞 ”， 

其 次 考 虚 的 一 相对 紧 致 的 正则 子 区 域 Ro, 而 4(z) 是 AR\Ro 
上 的 关于 ao 的 调和 测度 , 其 中 0<x(z) 委 1 且 在 Rs 上 xz) 一 1， 
注意 到 (z) 三 1 当 目 仅 当 REO。. 又 设 w* (2) 是 wlz) 在 A\Ro。 上 的 
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(多 值 ) 共 罗 调 和 函数 . 于 是 du 二 iu* ) 是 A\Ro。 上 的 全 纯 微 分 , 故 
在 A\R。 上 最 多 有 可 数 个 零点 , 除非 a(z) 恒 为 常数 . 

设 u(z) 不 恒 为 常数 , 而 PE A\Ro 不 是 dlu 十 ju" ) 的 零点 . 在 点 
7 的 邻 域内 任 取 wu" 的 一 分 支 , 仍 记 为 w*. 取 一 从 点 7 出 发 的 等 位 
弧 线 , 使 得 当 = 沿 该 弧 线 远离 p 时 u(z) 为 单调 下 降 的 , 将 该 弧 线 
尽 可 能 延伸 , 最 终 或 抵达 dGut+iw' ) 的 零点 ,或 抵达 的 理想 边 
界 . 将 此 弧 线 记 为 1(p), 并 称 之 为 u* 的 从 点 7 出 发 的 等 位 强 线 . 
显然 1(7) 的 取 法 与 a 之 分 支 的 取 法 无 关 . 现在 在 A\Ro 取 两 点 
7.9 使 满足 : 

1) 可 用 A\Ro 内 的 等 位 弧 线 {zju(z) =) 之 简单 子 弧 段 7: 将 

7\4 相连 接 , 其 中 0<4<1; 

2) J 上 没有 dCu 十 iu* ) 的 零点 , 且 J 包含 p.9 作为 其 端点 ; 

3) 当 z 沿 从 7p 移 向 g 时 uCz) 为 单调 下 降 的 ; 

4) 分 别 从 点 了 .9 出 发 的 wu" 的 等 位 弧 线 Cp)、J(9) 都 抵达 RE 

的 理想 边界 . 

显然 .Jp 站 一 {z}》 OD 站 =={9}、V(PD) 几 TC9)= 名 ,所 以 
J 二 J(p) UTiUJT(g) 是 A\Ro 内 的 简单 弧 线 . 由 于 R 是 连通 的 ， 
故 A\J 或 为 连通 的 、 或 由 两 个 分 支 组 成 . 若 后 者 发 生 , 则 将 不 包 
含 包 的 分 支 记 为 SCp,9), 称 之 为 R 之 调和 测度 uz) 的 护 板 ， 护 
板 的 定义 对 非 oo 类 曲面 才 有 意义 . 

可 以 证 明 : 若 护 板 SCp,q) 是 单 连 通 , 则 a* 的 任 一 分 支 都 是 
单 叶 的 , 且 w=w 十 iu* 将 护 板 SCp,9) 一 对 一 共 形 映 上 甜 形 7: 

{w|0 <Rew<A=up) 一 xu <Imw < (7)). 
现在 将 7 延 拓 , 例如 延 拓 成 下 面 的 集 了 : 


| 区 1 Rep 委 0，|z wp) 到 和 全 一 并 人 2) 3 0). 
只 要 通过 将 点 zxE SCp,9) 与 点 f(z)E7 相 粘 合 即 可 将 R 和 之 并 
视 为 及 的 延 拓 .此 过 程 可 形象 地 理解 为 “说 立 一 堵 墙 >， 称 之 为 


。254 。 Riemann 曲面 及 其 上 的 位 势 理 论 


单 连 通 护 板 式 的 延 拓 . 护 板 S(z,g) 未 必 都 是 单 连 通 的 . 若 SC(p,q) 
是 平面 型 而 非 单 连 通 的 , 则 可 将 其 进行 平面 型 素 端 式 延 拓 . 

最 后 考虑 R 的 一 单 连通 非 紧 正则 子 区 域 .可 用 某 映照 p 将 
D 一 对 一 共 形 映 上 单位 圆 绥 U, 使 其 相对 边界 对 应 于 单位 圆周 忆 
的 一 子 集 y. 于 是 y 关 于 单位 圆周 的 余 集 71: = 内 > 可 视 为 也 之 理 
想 边界 的 实现 ， 如 果 7 是 全 不 连通 上 且 非 No 集 , 那么 称 D 具 有 
拥挤 理想 边界 .显然 此 定义 是 合理 的 , 因为 所 述 的 性 质 与 共 形 映 
照 p 的 选择 无 关 ; 而 全 不 连通 非 N, 类 集 的 存在 可 参看 根据 第 七 
章 85 定理 7.、 具有 拥挤 理想 边界 区 域 D 可 以 按 下 面 方式 进行 延 
拓 : 设 映 照 将 单位 圆 盘 U0 一 对 一 共 形 映 上 自身 的 真 开 子 集 7， 
使 得 y 对 应 厂 的 一 相对 开 子 集 ， 在 单位 圆 盘 0 内 取 一 区 域 了 使 得 
V 旬 ?YCUV, 例如 取 了 =U, 于 是 只 要 通过 将 点 2E€D 与 点 op(z)EV 
相 粘 合 即 可 将 R 和 之 并 视 为 R 的 延 拓 ， 此 过 程 可 形象 地 理解 为 
“ 毅 击 区 域 的 边缘 使 之 延展 "， 称 之 为 具有 拥挤 理想 边界 之 
圆 盘 式 的 延 拓 . 映照 的 存在 性 可 参看 Saro,L，& Oikawa,K. [1] 
第 五 章 5B. 

上 面 的 陈述 是 日 本 Sakai,M. [2] 对 定理 4 条 件 b) 进 行 深 入 
细致 分 析 所 获得 的 , 它 给 出 了 可 延 拓 曲面 是 如 何 进行 延 拓 的 直观 
令 述 ,其 结论 如 下 : 


定理 5 设 R 是 一 可 延 拓 Riemann 曲面 则 R 至 少 允许 下 面 
三 种 延 拓 方法 之 一 : 

(i) 平面 型 素 端 式 的 延 拓 ; 

Gii) 单 连通 护 板式 的 延 拓 ; 

Giii) 具有 拥挤 理想 边界 之 圆 盘 式 的 延 拓 ， 
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§ 4 非 紧 极 大 锌 边 Riemann 曲面 


1. 镶 边 Riemann 曲面 延 拓 的 概念 


设 RUa 是 镶 边 Riemann 曲面 . 记 X=RUa. 

定义 1 设 X := 及 Ua 是 灸 边 Riemann 曲面 若 存 在 将 X 
映 入 X 的 (直接 ) 共 形 映照 f, 则 称 (f,X' ) 是 式 的 一 个 延 拓 , 设 
(fyXD 和 (fo,X2z) 是 X 的 两 个 延 拓 . 若 存在 将 XX, 映 入 X 的 ( 直 
接 ) 共 形 映照 h, 使 得 f=h 所， 则 说 (四 ,X) 不 大 于 《fF2,X2)，, 记 
为 (J1,X)S (fz, X:); 还 有 , 若 映 照 4 是 映 上 的 ， 则 说 (f1,X0) 与 
(fe, X2) 相等 ， 记 为 (fi,X1) = (fe, X2). 显然 关系 “三 ”形成 Xx 之 
延 拓 的 一 个 次 序 . 这 一 次 序 中 的 极 大 元 素 称 为 X 的 极 大 延 拓 . 若 
(i,X) 是 极 大 元 素 , 其 中 i 是 恒 同 映照 , 则 称 X 是 极 大 的 或 
不 可 延 拓 的 , 否则 称 为 可 延 拓 的 . 

首先 , 与 任意 可 延 拓 的 开 Riemann 曲面 一 样 , 有 

定理 1 任意 可 延 拓 的 锐 边 Riemann 曲面 都 有 极 大 延 拓 . 

证 设 {(fj,X))1j€EJ}) 是 X 之 延 拓 的 一 全 序 子 集 ， 将 指标 
集 7 按 下 述 方法 排序 : 车 (fj,X) 志 (Fi,Xi)，, 则 jh 于 是 存在 将 
XxX), 映 入 X 的 共 形 映照 辟 使 得 所 = 名 of。 由 此 导出 序 集 

{XphD INSE, jk ET}. 

现 定义 等 价 点 如 下 : 点 a€X; 和 a.€ Xi 称 为 是 等 价 的 若 存 
在 LE 使得/ 宕 jk， 且 加 Cy) 二 从 (ar). 记 XX 为 Xi 在 等 价 关系 
下 的 商 空间 . 将 点 wE X 的 等 价 类 记 为 五 由 锐 边 Riemann 曲面 


x 除 定理 1 外 , 本 节 是 作者 的 近期 成 果 , 参看 Qiu Shuxi [7 了 
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的 结构 可 知 , 对 每 个 j, 映照 加, XX' 、w xi， 是 (直接 ) 共 
形 的 . 容易 证 明 : 对 于 任意 jkEJ, Wo 呈 ) 二 人 fi。 因此 可 定义 ' 
上 的 映照 f= 如。f， 显 然 (f,X' ) 是 和 的 一 延 拓 , 且 对 任意 j€ 7， 
(f,X' ) 宇 (J),X)), 于 是 由 Zorn 引 理 可 知 定理 成 立 . 让 

相关 的 结果 还 可 参看 文献 Jurchescu,M [1j. 


2， ”曲面 的 可 延 拓 性 与 修正 价 函 数 的 关系 


引 理 1 设 w=f(7) 是 RUa 上 的 非常 数 半 纯 函数 , 又 设 6 
是 w- 球 的 一 单 连 解析 Jordan 区 域 . 如 果 三 '(C) 含有 一 分 支 4 
使 得 4ma= 匈 , 且 在 f(4) 上 有 ” 世 ,(w) 寺 const, <co， 那么 
(4,f| 是 7(4) 的 正则 覆盖 . 

因此 , 若 CNf(4) 含有 一 孤立 点 , 则 RUa 是 可 延 拓 的 . 

证 记 m=wj,(w). 假设 (4,f1,) 不 是 1(4) 的 正则 覆盖 , 则 
CfID 间 fC4) 关 B. 取 一 ECGflDmT7(C4) 由 于 nj,(w0) 二 m， 
则 存在 w 的 一 足够 小 的 邻 域 6, 使 得 广 'C) 恰好 有 m 个 单 连 紧 
分 支 , 但 三 '(C) 至 少 含有 一 非 紧 分 支 4 现任 取 一 点 mpE 4o, 并 
记 w =f(po), 则 w EG 上 且 有 wwii,(w ) 之 m 十 1. 矛盾 | 


引 理 2 设 RUa 是 极 大 锐 边 Riemann 曲面 , 而 w=f(7) 是 
其 上 的 非常 数 半 纯 函数 ,又 设 6 是 w- 球 K 的 一 单 连 解析 Jordan 
区 域 使 得 G 站 Cn(f) 关 BG. 设 4 是 广 '(G) 的 任意 一 个 非 紧 分 文 ， 
如 果 4 站 a= 名 且 在 fK4) 上 有 Wi,Go) 二 const <co, 那么 

(Qi) f(4) 不 是 单 连通 的 . 

(ii) (4,f|。) 既 不 是 f(4) 的 最 强 、 也 不 是 最 弱 的 覆盖 . 

证 根据 引 理 1,(4,f|s) 是 f(4) 的 正则 覆盖 . 若 f(4) 是 单 
连通 的 , 则 4 也 是 单 连通 的 . 那么 RUa 是 可 延 拓 的 . 矛盾 . 

如 果 (4,fjs) 是 f(4) 的 最 弱 覆 盖 , 那么 f|, 是 恒 等 映 照 , 故 
4 是 平面 型 的 , 那么 RUa 是 可 延 拓 的 . 矛盾 . 
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最 后 , 根据 GD 和 7 的 修正 价 函数 的 有 界 性 即 可 知 (4, 了 | 
不 是 1(4) 的 最 强 获 盖 面 .1 


定理 2 设 w=f(7) 是 锐 边 Riemann 曲面 RUa 上 的 非常 数 
单 值 半 纯 函数 , 而 G 是 w 球 面 K 的 一 单 连 解析 Jordan 区 域 , 且 
cncu(f) 季 好 . 如 果 二 '(G) 有 一 非 紧 分 支 4 使 得 4 人 Na 二 多 上 且 

a) 在 f(4) 上 wj,(w) 寺 const. <oo0; 和 

b) GV(4) 的 每 个 分 支 都 包含 一 连续 统 
都 成 立 , 那么 RUa 是 可 延 拓 的 . 

证 假设 RUa 是 不 可 延 拓 的 . 下 面 将 导出 矛盾 . 

首先 在 条 件 a) 下 有 GMC4) 汪 G 站 C4(f19. 任 取 CNY(C4) 的 一 
个 分 支 , 则 它 的 边界 必 包 含 6 中 的 一 连续 统 y. 根据 第 五 章 $1 
引 理 1, 可 取 一 点 ww€y 和 一 足够 小 的 正 数 a 过 1 使 得 G' \y 是 非 
连通 的 , 其 中 Gv =0GQw0,a)， 由 a) 可知 , 对 G1' 站 (4) 的 任 一 分 
支 0, f-'(D) 的 每 个 全 包含 于 4 中 的 分 支 9 都 使 得 在 D 二 f(2) 
长 (WwW) const, < 一 co, 根据 引 理 2, D 都 不 是 单 连通 的 . 

现在 在 Gv' 站 1(4) 中 任 取 一 分 支 并 记 为 D, 在 Di 内 作 一 条 
解析 Jordan 曲线 w 使 其 环绕 D, 的 内 边界 的 某 一 部 分 四 设 G1 是 
被 m 所 围 成 的 、 复 球面 kK 的 包含 % 的 单 连通 区 域 . 根据 条 件 b， 
四 必 包 含 一 连续 统 yCoeNCs(f1». 

再 次 根据 第 五 章 $ 1 引 理 1, 取 一 点 wEyn 和 一 正 数 <1/2 
使 得 cx \y 是 非 连通 的 , 其 中 G2 =OCoveD)CG， 根据 引 理 2， 
Gy 门 f(4) 的 分 支 不 是 单 连通 的 , 取 其 一 为 .在 D: 内 作 一 条 解 
析 Jordan 曲线 os 使 其 环绕 户 的 内 边界 的 某 一 部 分 mw. 设 6* 是 被 
o 所 围 成 的 、 复 球面 K 的 包含 加 的 单 连通 区 域 . 根据 条 件 bj, 六 
必 包 含 一 连续 统 wyCGfNCsf1D). 显然 CCcy CC 

只 要 不 断 重复 上 述 过 程 即 可 得 复 球面 K 的 一 单 连 通 区 域 列 
{0.) 呈 ,使 其 对 任意 非 负 整数 x 有 : 
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1) BCc 且 G. 的 直径 diam(G,) 二 1/n (全 0); 

2) GN Cf) FAG; 

3) G. 的 边界 o 是 一 紧 致 的 解析 Jordan 曲线 , 且 .Cf(4)， 
其 中 Go=G. 因此 , 从 三 !(GJ CO 一 1,2,…) 的 所 有 分 支 组 成 的 集 
族 中 可 以 选取 8 的 一 镶 边 好 子 域 列 {4.U5.)2, 使 其 满足 : 

1') 4 是 BR 的 非 紧 子 端 , 其 边界 4. 是 紧 致 的 且 f(6)=0; 

2 ) 4HC4， 上 且 /(4,) 的 直径 diam[ 了 (4)]<<1/n (>0)， 
注意 到 由 fC4) 二 站 G 仅 包含 K 的 一 个 点 ww， 它 必 为 了 的 一 个 育 
值 . 显然 w 是 CNf(4) 的 单 点 分 支 , 与 (b) 了 矛盾 . 中 

3， 半 纯 函数 的 渐 近 点 


设 RUa 是 一 非 紧 镶 边 Riemann 曲面 , 其 边界 a 为 紧 致 ， 又 
设 w=f(p) 是 RUa 上 的 非常 数 半 纯 函数 . 对 于 w- 球 KK 的 好 子 域 
G，, 考虑 1(G) ;二 {p17E RUa, 了 (7)EG} 的 一 非 紧 分 支 4, 记 其 
关于 RUa 的 相对 边界 为 4. 设 5 站 a=. 将 了 在 4 的 相对 理想 
边界 p, 的 渐 近 集 为 4Cfl.pD)， 其 中 fj 是 了 在 4 上 的 限制 . 对 
点 wE4n(f, 5) ， 置 
Zw) = {4lw € AF13,B), distCw,f(0)) > 0}, 
其 中 dist 表示 “距离 ” 将 2(w) 中 的 元 素 4 称 为 巡 灶 岛 ， 


定义 2 设 (4) 是 2(w) 的 一 元 素 列 . 若 

a) 44+ICd， n=1,2,，… ;和 

b) diam[f(4,)]—> 0, n—>o0, 
则 称 设 {4.) 忆 ,是 2(w) 的 一 个 好 半岛 列 . 

设 (4) 和 {4} 是 23CGo) 的 两 个 ww 半岛 列 . 若 对 任意 自然 数 
n， 存在 自然 数 m 使 得 4 忆 4, 反之 亦 然 , 则 称 这 两 个 w 半 岛 列 
是 等 价 的 半岛 列 . 2(w) 的 一 个 w- 半 岛 列 的 等 价 类 称 为 了 的 一 个 
四- 渐 近 点 ,常用 诸如 oCw) 的 记号 来 表示 , 而 式 子 oC(w) 二 (4) 
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则 表示 {4)2, 是 cCzo) 的 一 代表 列 . 
定义 3 设 olw)={4) 忆 ,是 fF 的 一 w 渐 近 点 . 若 


lim sup ny1 ,C2w) = Goy 
则 称 o (w) 为 了 的 奇异 ww 渐 近 点 否则 克 oC(w) 为 了 的 
有 限 ww 渐 近 点 (简称 为 过 渐 近 点 ). 
显然 , 车 olw)={4.} 是 有 限 ww- 渐 近 点 , 则 存在 自然 数 N 使 
得 对 任意 a>N, 由 了 限制 在 4 上 所 生成 的 Riemann 曲面 不 必 为 
有 限 多 叶 , 且 叶 数 相同 . 


定义 4 设 oQw)={4.)>, 是 了 的 一 有 限 ww- 渐 近 点 . 若 存 在 
RUa 的 一 Stoilow 理想 边界 点 p= 二 {8.)>,( 即 (&)> 为 p 的 代表 
列 ), 使 得 若 对 任意 自然 数 w, 存在 自然 数 m 满足 条 件 4 二 2 则 
cdo) 是 了 的 一 点 状 ww 渐 近 点 (简称 为 w-pl- 渐 近 点 ). 而 且 ， 如 

果 每 个 8. 都 具有 正 亏 格 ， 那么 ol(w) 称 为 是 了 的 一 
正点 状 ww 渐 近 点 (简称 为 w-ppl- 渐 近 点 ). 

设 p={ 色 }%, 是 RUa 的 一 Stoilow 理想 边界 点 . 若 了 在 2 的 
大 范围 聚 值 集 为 单 点 v€ K, 即 Ca(f,p) 二 人 2}, 则 必 有 Ff 的 一 点 状 
渐 近 点 与 p 对 应 . 


4. 极 大 镶 边 Riemann 曲面 的 理想 边界 性 质 

设 吕 是 8 的 一 子 区 域 . 对 了 的 渐 近 点 oCw)，, 若 存 在 obw) 的 
代表 列 {4.) 呈 ,使 得 口 4C9, 则 说 8 包含 vw) 

定义 5 设 o(w)={4.)2, 是 了 的 一 渐 近 点 . 车 对 任意 自 
然 数 a 和 4 包含 了 的 一 个 支点 (对 应 地 ,中 - 渐 近 点 、ppL- 渐 近 点 )， 


则 olw) 称 为 了 的 支点 (对 应 地 ,pt 渐 近 点 、ppL 渐 近 点 ) 的 
极限 点 . 
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定理 3 设 RUa 是 极 大 镶 边 Riemann 曲面 , 而 ww 一 f(z) 是 
其 上 一 半 纯 函数 . 又 设 C 是 过 球 K 的 一 好 子 域 . 如 果 f'(G) 有 
一 非 紧 分 支 4 使 得 4 一 区, 且 满 足 条 件 

a) G 人 4(Cfl4,p0) 天 好 ; 和 

b) njCo)=const, <oo VwEf(4), 
那么 4 至 少 包含 了 的 一 个 ppL- 渐 近 点 . 

证 ”根据 定理 2，CNf(4) 至 少 包含 一 个 单 点 分 支 {wo}, 而 且 
根据 引 理 1, wo 不 是 G\F(4) 的 孤立 点 因此, 根据 引 理 2, 对 于 
任 一 以 w 为 心 的 足够 小 的 圆 盘 G., 对 于 广 '(G.) 任 一 非 紧 分 支 
4，f(4) 不 是 单 连通 的 . 

类 似 定理 2 的 论证 可 得 , R 的 一 镀 边 子 端 列 (4.U6.} 忆 满足 
定理 2 证 明 中 的 条 件 (1 ) 和 (2' ). 显然 {4}, 既 是 了 的 一 个 pl- 
渐 近 点 的 代表 列 , 也 是 R 的 一 个 Stoilow 理想 边界 点 的 代表 列 . 
又 因为 RUa 是 极 大 的 , 所 以 4 不 是 平面 型 的 . 因此 o= (4) 训 ， 
是 了 的 一 个 ppL- 渐 近 点 .下 


定理 4 设 RUa 是 一 具有 紧 边 界 a 的 非 紧 馈 边 Riemann 曲 
面 . 则 RUa 是 极 大 的 充分 必要 条 件 是 对 于 任意 RUa 上 的 半 纯 函 
数 =f(z)，,y 的 每 个 渐 近 点 必 为 下 面 三 者 之 一 : 

GD 了 的 奇异 渐 近 点 ; 

(ii) 了 的 支点 的 极限 点 ; 

《iii) 了 的 ppL- 渐 近 点 的 极限 点 ， 

证 充分 性 是 显然 的 . 

必要 性 . 设 ob) 二 {4.) 是 了 的 一 渐 近 点 .如果 

lim sup nyla, CW) O05 
而 且 oCw) 不 是 了 的 支点 的 极限 点 , 其 中 fl, 是 了 在 水 上 的 限 
制 , 那么 必 存 在 自然 数 Y>0 使 得 对 任意 自然 数 nN， 
sup ls,(w) < co， 
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且 4. 中 不 包含 了 的 任何 支点 . 根据 第 四 章 8 3 引 理 1, 存在 4 的 
一 非 紧 子 区 域 4 使 得 
nslw) 到 const 二 co VwE 了 (4.)， 
根据 定理 3, 4. 至 少 包含 f 的 一 个 ppl- 渐 近 点 . 上 
由 定理 4 容易 得 出 下 面 定 理 5. 


定理 5 设 RUa 是 一 极 大 的 非 紧 镶 边 Riemann 曲面 如果 
人 心 球 反 的 覆盖 面 , 那么 R 的 任 一 个 Stoilow 理想 边界 点 p 
2 必 为 下 面 三 者 之 一 : 
使 得 lim sup xl。 Co) 一 co 的 理想 边界 点 ; 


(ii) 的 支 点 的 极限 点 ， 
Giii) x 的 ppl- 渐 近 点 的 极限 点 ， 
其 中 7 是 R 映 入 的 投影 映照 . 


5. 一 个 极 大 开 Riemann 曲面 的 例子 
本 节 构 造 一 极 大 曲面 旨 在 说 明定 理 4(iii) 的 几何 意义 ， 


例 1 存在 满足 下 面 诸 条 件 的 极 大 的 开 Riemann 曲面 R : 

(i) R 是 复 = 球面 5: 一 {z|1z| 志 oo) 的 有 限 叶 匠 盖 面 ; 

(ii) R 上 不 存在 任何 支点 ; 

(iii) R 具有 Iversen 性 质 . 

例 ! 的 构造 设 7 是 复 球面 5 上 的 闭 单位 线段 , 从 线段 7 中 
间 取 去 长 度 为 1/m (m 宇 3) 的 线段 I, 余下 的 部 分 :二 I 是 
两 个 相等 的 线段 . 一 般 情 形 ， 从 线段 ! 余下 的 部 分 及 ~-, 的 每 个 分 
支 的 BB 中 间 部 分 取 去 长 度 为 1/m 的 线段 fw (j= 二 1,… 2 一 )， 


余下 的 部 分 及 : -NU 1 是 2 个 相等 的 线段 . 由 归纳 法 即 知已 得 
到 一 个 广义 Cantor 集 互 : = 人 ea (参看 第 七 章 8$ 5. 2 一 3). 
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显然 NB 是 7 中 一 线段 列 (1, j==1,2,… ,2 yn 二 1,2,…). 
取 SN 的 四 个 考 贝 S., 将 每 个 考 贝 沿 (对 应 于 ;的 线段 ) 六 一 以 
(i=1,2,3,4) 裂 开 . 将 此 裂 颖 的 上 下 两 岸 分 别 记 为 /二 和博 . 

车 4 是 偶数 , 则 将 1 六 和 局 粘 合 , 将 77 和 ! 字 粘 合 ， 
1 于 和 7 粘 合 , 将 和 和 71 烙 合 ; 若 n 奇数 , 则 将 7 和 7 粘 
合 , 将 /全 入 粘 合 , 将 于 和 直 粘 合 , 将! 地 和 7 粘 合 ， 
j 二 1,2,…,2”'， 由 此 得 一 SN 的 四 叶 完 全 覆盖 面 R. 

取 m=3, 则 万 是 零 测 集 , 故 BE No,， 所 以 是 极 大 的 . 

特别 说 明 , 这 里 所 用 构造 曲面 的 方法 与 以 往 不 同 之 处 在 于 构 
造 出 的 曲面 不 含 任何 支点 . 


6. 本 性 极 大 Riemann 曲面 


定义 6 设 有 是 一 可 延 拓 的 Riemann 曲面 . 若 存在 R 的 一 延 
拓 R" 使 得 RAR 含有 内 点 , 称 R 是 可 本 性 延 拓 的 . 否则 称 R 是 
本 性 极 大 的 


由 定理 4 容易 得 出 下 面 定理 6. 

定理 6 设 RUa 是 一 非 紧 的 本 性 极 大 的 锐 边 Riemann 曲面 ， 
如 果 RUa 是 w 球 K 的 覆盖 面 ,那么 RUa 是 极 大 的 充分 必要 条 
件 是 对 于 RUa 的 任意 非 紧 子 端 2mz 下 面 三 者 之 一 成 立 ， 

(i) sup nl, (Ww) =00s 

(iD 9 至 少 包含 x 的 一 个 支点 ; 

(iii) 8 至 少 包含 x 的 ppl- 渐 近 点 的 极限 点 ， 

其 中 7 是 R 映 入 的 投影 映照 . 

这 里 顺便 指出 ，§ 3 定理 3 是 本 定理 充分 性 的 一 特殊 情形 ， 
因为 该 定理 中 的 曲面 必 属 于 0e 类 , 而 任 一 0e 类 曲面 必 为 本 性 极 
大 的 (参看 第 七 章 $ 2 定理 9). 

Renggli,H [1,2] 讨 论 了 开 Riemann 曲面 本 性 极 大 延 拓 ， 如 果 
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用 2 一 N: 表示 极 大 Riemann 曲面 移 去 一 X- 零 集 , 那么 有 : 


定理 7 开 Riemann 曲面 8 不 是 极 大 的 当 且 仅 当 R 是 可 本 
性 延 拓 的 或 R 是 Z—Nss 型 的 . 

定理 8 设 R 是 平面 型 而 非 闭 球面 的 Riemann 曲面 则 有 BR 
的 极 大 延 拓 都 共 形 等 价 当 且 仅 当 8 是 一 Nss 型 的 . 

定理 8 对 非 平面 型 可 延 拓 的 Riemann 曲面 不 成 立 ， 囊 实 上 ， 
Renggli,H [2] 举 例 说 明了 存在 2 一 Nss 型 的 可 延 拓 的 Riemann 曲 
面 , 它 的 两 个 极 大 延 拓 不 共 形 等 价 , 但 却 有 

定理 9 设 R 是 非 平面 型 可 延 拓 的 Riemann 曲面 . 则 的 极 
大 延 拓 都 共 形 等 价 当 上 且 仅 当下 是 2 一 No 型 的 

由 定理 7 可 得 : 本 性 极 大 的 开 Riemann 曲面 必 为 2 一 Nss 型 
的 . Zhang,M. [1] 指 出 


定理 10 开 Riemann 曲面 是 本 性 极 大 的 当 且 仅 当下 面 两 
条 件 之 一 成 立 : 

(i) R 是 Z 一 Nss 型 的 . 

(ii) 及 的 极 大 延 拓 都 共 形 等 价 的 . 


第 七 章 


Riemann 曲面 的 分 类 


$1 Os 类 开 Riemann 曲面 


1.。 零 类 Riemann 曲面 的 包含 关系 


回忆 第 五 章 8 1 和 8 3 中 有 关 Riemann 曲面 的 分 类 记号 : Ox 
表示 其 上 不 存在 非常 数 XX- 函数 的 开 Riemann 曲面 全 体 所 成 之 族 ; 
SOx 表示 相对 子 域 8 组 成 的 类 ,其 中 的 元 素 8 是 Riemann 曲面 R 
的 一 个 好 子 域 , 且 在 82Uae 上 不 存在 非常 数 的 实 部 在 29 上 取 值 
为 0 的 XX- 函数 , 其 中 X=HB、HD、HBD、A4B、AD、ABD. 
本 章 将 证 明 如 下 的 包含 关系 : 
On 一 OnwoC Onp = Orap Ouo* 
U U N N 


Oc CC Our C Ons C Ors C Oa CC On = On 


其 中 0ws (对 应 地 ,0w。、Oww ) 表 示 任 一 好 子 域 都 属于 SOw (对 应 
地 ,SOw 、SOuwo ) 的 开 Riemann 曲面 . 
显然 04rCOws，0wsCOw，Owo* COw. 其 余 的 包含 关系 将 一 
一 给 予 证 明 . 最 后 在 $ 5 中 举例 说 明 所 有 包含 关系 是 严格 的 . 
另外 , 还 将 证 明 相对 子 域 类 有 如 下 的 包含 关系 : 
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SOm = SOunun 


U N 
SOm CSOwC SOw = SO 


2. 相对 理想 边界 的 调和 测度 


设 是 一 开 Riemann 曲面 , 而 (及 }2 是 其 穷尽 , 其 中 每 个 
Rh 的 边界 到 由 有 限 条 解析 Jordan 曲线 组 成 . 对 R 的 非 紧 好 子 域 
$B, 可 在 每 个 $5 门 R, 中 选取 一 分 支 和 使 得 COC…CO 一 人 

记 Fe= 只 站 am, 并 设 ww(z,9) 是 Ko 的 关于 色 的 调和 测 
度 . 则 根据 最 大 值 原 理 可 得 w++(z,O)<<w(z,0)， 于 是 据 Harneck 
原理 ,有 调和 函数 wo(z,2) 使 得 

lim (2,8) = wz,0), 

其 收敛 在 8B 上 是 广义 一 致 的 . 将 o(z,O) 称 为 0 的 理想 边界 关于 
0 的 调和 测度 ， 当 w(z,9) 三 0 时 , 说 @ 具有 零 (相对 ) 理 想 边界 ， 
否则 说 @ 具有 正 ( 相 对 ) 理 想 边 界 . 

定理 1 若 oCz,0) 半 0, 则 


sup @(z,D) = 1. 
证 假设 命题 不 成 立 , 则 在 $ 上 olz,0) <a, 其 中 0<a<1 
是 常数 ,根据 最 大 值 原理 , 在 上 必 有 (2,0) 之 上 oz,0), 因 


此 可 得 oz,9) 之 二 oz,D, 故 o>1. 与 a<1 芽 盾 .1 


定理 2 设 {R.)%o 是 是 开 Riemann 曲面 的 一 穷尽 , 其 中 
每 个 及 的 边界 T, 由 有 限 条 解析 Jordan 曲线 组 成 . 又 设 o.(z) 是 
关于 及 Na 的 调和 测度 ，D[w] 是 其 在 RNRo。 上 的 Dirichlet 积 
分 . 记 w(z) 一 lim ox(z). 车 用 D[o] 表示 (2) 在 尺 NR 上 的 


Dirichlet 积分 ， 则 


"266 Riemann 曲面 及 其 上 的 位 势 理 论 


Do 
其 中 "是 用 关于 及 Nt 的 内 法 向 , 因此 ， 
lim D[o] 一 0 当 且 仅 当 RE Oe 
证 由 于 在 mm 上 wm=0, 根据 Green 公式 ， 
D[e] | CO 问 ds | Es ds |, 问 ds， (1) 


其 中 "是 T,UT 关 于 RN 的 内 法 向 .又 由 于 To 是 解析 曲线 , 而 
且 在 瑟 上 =0, 则 ow 可 以 越过 To 调和 延 拓 之 . 因而 在 T， 上 


各 一 总 , 容易 看 出 D[o]<lim D[ox], 于 是 可 得 


lim Dla] = Do] = | 2 


DLo] < lim p[w] = | Yas, (2) 
ew 9 


另 一 方面 ， 
0 < Daw Lo — om] = Drv Lo] — 2Davastos 0 十 DewLo] 


= Dolo +2|, 入 e+ 合 ds 


Do Qu 
一 Dem[ 四 一 2 闫 由 + 作 


所 以 Dswlo] 之 2 名 ss 一 ], 稀 au ds . 令 nr-=co 得 


plo] >], 


根据 式 (2)， DP[@] = | os 
类 似 于 第 三 章 8$ 4.5 定理 8 人 


定理 3 设 G 是 开 Riemann 曲面 R 上 的 一 个 非 紧 好 子 域 . 则 
GE SOws 当 且 仅 当 G 的 理想 边界 具有 零 调和 测度 … 
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3. ”0s 类 曲面 子 域 的 调和 函数 的 最 大 值 原理 


第 三 章 $ 4. 2 中 将 全 体 不 存在 Green 函数 的 开 Riemann 曲面 
组 成 之 类 记 为 0。. 从 本 段 开始 将 详细 讨论 与 其 相关 的 一 些 性 质 ， 


定理 4 〈 最 大 值 原理 ) 设 REoc, 而 8 是 以 为 边界 的 R 
的 非 紧 好 子 域 . 又 设 x(z) 是 8UT 上 的 有 界 调和 函数 .如果 在 厂 
上 m<u(z) 志 M, 那么 在 98 内 m<u(z)<M 也 成 立 . 特别 , 若 在 全 
上 4 三 0, 则 在 9 内 w=0 也 成 立 . 

证 假设 存在 一 点 zs€9 使 得 uCz0) 一 M 十 22(e 之 0). 现在 ， 
记 4 二 {zlu(z)>>M 十 e}, 则 在 4 的 边界 34 上 x(2) 一 M 十 2 

设 RCRIC…CR>R 是 R 的 一 个 穷尽 , 其 中 RCRN4. 若 
在 8 内 u(z) 志 K(=const. ), 则 由 最 大 值 原理 

uz) CKO + M+e, YEANR,, 

其 中 wm(z) 是 R. 的 边界 关于 RNRo 的 调和 测度 . 

由 于 RE06，, 则 lime(z) 二 0. 因此 在 4 内 wu(z) 忆 M 十 e, 了 矛 
盾 . 所 以 在 日内 u(z)<M. 

类 似 可 证 在 日 内 mu(z). 1 


推论 设 RE0 ,2 是 RE 的 任 一 好 子 域 . 则 8€ SOns. 


定理 5 0soCOns. 

证 设 ReoNow 则 R 上 存在 非常 数 HB- 函 数 w=u(z). 取 
znER 和 数 a 使 得 wz1)>>a>u(zz). 设 5 二 {zlu(z) 之 a,z€ R)， 
则 在 @ 的 边界 35 上 *(z) 一 ww 因此 据 定理 4, 在 9 内 wu(z) 二 a 
矛盾 . 故 DANOm 一 Of 即 OcCoe 1 


定理 6 REOo 当 是 仅 当 及 上 存在 非常 数 单 值 连续 的 正 上 调 
和 函数 . 
证 设 REoo, 而 Bo 是 R 上 的 一 个 单 叶 圆 盘 , To 为 其 边界 . 
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设 o(z) 是 RA\Ro 的 理想 边 界 调和 测度 , 则 在 1， 上 o(z)=0,， 而 在 
A\RoUTo 上 0<o(z)<1. 置 
1， 当 z€ Ro; 
1 一 o(z)， 当 zE RNR. 
则 w(z) 是 R 上 非常 数 连续 正 上 调和 函数 . 

上 反之, 设 R 上 存在 非常 数 连续 正 上 调和 函数 w(z). 考虑 满足 
下 面 两 条 件 的 函数 y(z) 所 成 之 族 多 : 

1) 在 A\R。 上 y(z) 为 连续 正 上 调和 的 ; 

2) 在 To 上 ¥(z) 之 1. 
显然 Wz) 三 1€ 多 , 则 多 天 他 置 

u(z) = inf pz), z E R\Ro. 

则 0<u(z)<1, 且 根 据 第 三 章 8 3 定理 8, 在 A\R。 上 wu(z) 调和 . 
又 首 的 每 一 点 存在 垒 , 所 以 在 To 上 wu(z) 二 1. 即 知 x(z) 天 0， 


记 m= itz(2>>0, 则 开 人 2E 宛 。 故 在 im 上 色 间 > 
ed 


因此 车 4 三 1, 则 在 A\Ro 上 w(z) 之 m. 又 因为 在 Rh 上 wlz) 是 上 调 
和 的 且 w(z) 之 m， 所 以 在 R 上 w(z) 宇 m. 因此 w(z) 在 1 上 达 最 
小 值 , 故 在 R 上 w(z) 三 m, 矛盾 . 由 此 可 得 u 半 1, 所 以 在 RAR 上 
0<u(z) 过 1, 而 在 Th 上 w(z) 二 1. 据 定 理 5, REO06. 上 

推论 ”ooCom. 

综合 本 段 定理 4、 定 理 6 和 第 三 章 $ 4. 5 定理 8 可 得 : 

定理 7 设 RR 是 一 开 Riemann 曲面 , 则 下 面 四 个 论断 等 价 : 

(1) RE Ov; 

(ii》R( 相 对 某 个 正则 子 区 域 ) 的 理想 边界 的 调和 测度 恒 为 0; 

(ii) R 上 不 存在 非常 数 单 值 连续 的 正 上 调和 函数 ; 

(iv) R 满 足 最 大 值 原理 : 对 于 R 的 任 一 非 紧 好 子 域 9, 记 其 
边界 为 ,对 丁 8UT 上 的 任 一 有 界 调和 函数 4(z), 若 在 全 上 有 


w(z) = 
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m<u(D)<AM, 则 在 8 内 也 有 mx(z) 入 1. 


定理 8 最 大 值 原理 ) 设 REOc, 而 B 是 以 本 为 边界 的 R 
的 非 紧 好 子 域 , 又 设 vE HDCGBUT), 若 在 上 mu(z)<M, 则 
在 8 内 也 有 m<u(z)<M. 

证 首先 证 明 若 在 厂 上 wu(z)==0, 则 在 $ 内 也 有 wlz) 二 0. 设 
{BR}2, 是 有 R 的 一 个 穷尽 ,其 中 Ro 是 R 上 的 单 叶 圆 盘 . 记 R, 的 边界 
为 .又 设 olz) 是 攻关 于 RNRo 的 调和 测度 ,而 Cz) 是 它 的 共 
堪 调和 函 数 . 置 


4.= | = |, es>0, (CD 


其 中 v 为 Th 关于 R\Ro 的 内 法 向 . 由 于 REOc, 故 w+Hi0, 从 
而 4>>…>d 一 0. 因 此 , 若 设 人 一 2r/d 则 


站 (2) 

如 果 置 
Wl2) = pa (2) ww(z) = (2)， (3) 
那么 [RK = 2n. (4) 


现 设 9,(0 壹 4h) 是 R\Ro 的 子 曲 面 , 使 得 在 其 上 0<w(z) 二 入 
记 = 二 DB 站 (9,U RO)， 又 设 C, 是 等 位 线 {zlw(z) 一 2)， 而 C02? 是 
其 包含 在 $ 中 的 部 分 . 

假设 u 寺 0, 则 由 于 在 上 w=0, 故 得 


DW: = Do = [or Pas — J 
其 中 4。 为 CS2 关于 5 的 外 法 向 . 另外 
D(2%) = | jl | 到 十 ( 闫 4] ju 十 const. ， 


因此 DO 一 人 (到 + [器 ) jan。 由 《5) 可 得 


od > 0, (5) 
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a 加 
PD < | J jan, <p 0 | 


因而 若 置 mC) = rar， 则 


GO) CmAWD (1). (6) 
又 由 于 在 卫 上 一 0, 故 
mw 0 一 2 [or Rd, = 200) > 0 (7) 


由 此 可 见 m(2) 是 4 的 增 函数 . 
由 (7) 得 w (2 一 27 (和 %). 根据 (6), 由 于 m' (%) 之 0, 可 得 


m (4) m” (A) 
m2) <2% (1 (8) 


两 边 积分 得 
m(2) SRLm WF, k= m0)/Lm (0)F = m(0)/4LDCO) TY, 
再 次 由 (6)、(7) 得 
d < dD). 


两 边关 于 [0,p] 积 分 得 
4 < LD) 一 DC0)] < 1D). (9) 


但 根据 假设 D(u) 有 界 且 w-~>co, 由 此 得 到 矛盾 ,从 而 
uz) 三 0, VzE0O 

关于 一 般 情形 简单 地 证 明 如 下 . 

假设 存在 一 点 zzE 使 wz) 二 1 二 se (se>0)， 并 设 8 是 使 得 
xu(2) 之 M 十 z 成 立 的 的 子 曲面 且 在 2 的 边界 上 =M 十 * 因此 若 
将 上 面 的 结果 用 于 4 一 (CM 十 e), 则 在 2 内 w=M 十 e. 了 矛盾. 所 以 
在 9 内 部 u(z)<M. 类似 可 得 在 8 内 uM. 1 

定理 9 0sCOyo. 

证 设 REO0w, 则 RR 上 存在 非常 数 ED- 函数 了 . 如 果 了 有 
界 , 那么 REOm. 根据 定理 5, 必 有 REO。. 如 果 了 了 无界, 根据 定 
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理 8, 必 有 RE0。. 下 
4. ”0。 类 和 非 0* 类 曲面 的 覆盖 面 


定理 10 设 REOc, 而 坊 是 R 的 正则 覆盖 面 , 则 RE 0。 

证 设 如 是 R 上 的 一 单 叶 圆 盘 , 而 T 为 其 边界 圆周 ， 又 设 
w(z) 是 R 的 理想 边界 6 关于 A\4o 的 调和 测度 , 则 o(z) 天 0, 且 
在 To 上 ow(z)=0. 

将 记 著 盖 在 上 的 全 体 半岛 记 为 {4}. 现在 在 8: 一 从 U4 
上 定义 函数 wx(3 一 (2), 其 中 z 是 2E5 在 R 上 的 投影 显然 
ua(2 是 B 上 的 非常 数 有 界 调和 函数 , 且 在 天 覆盖 在 T。 上 的 曲线 
上 取 值 0. 根据 定理 4, RE0。 1 


定理 11 设 0(i=1,2) 是 Riemann 曲面 R 的 两 个 不 交 非 紧 
子 曲 面 ,其 边界 到 分 别 由 至 多 可 数 条 ( 紧 或 非 紧 的 ?解析 曲 线 组 
成 .如果 在 和 上 分 别 存在 着 非常 数 单 值 有 界 调 和 函数 w 使 得 在 到 
上 wuw=0, 那 么 REOws， 从 而 REOc- 

证 将 w=0 除 于 一 常数 即 可 假设 在 多 内 |u(z)1<1 且 

sup u(z) 一 1， inf zz(z) 一 一 1， 

设 {RB) 是 的 一 个 穷尽 , 而 卫 为 及 的 边界 . 记 IT*% 是 工 包 仿 
于 之 中 的 部 分 . 又 设 w(z) 是 R, 的 Dirichlet 问题 的 解 ,使 得 在 
I 上 v=; 在 TI? 上 w=w; 在 TNTYUT? 上 v=0. 

显然 在 及 上 |w.(z) | 过 1. 因此 从 {wv.《z)} 中 可 选 一 收敛 子 询 ， 
仍 记 为 (wz)), 并 置 

lim v.(2) = v(2). 

那么 在 R 上 "(z) 为 调和 且 |v(z)1<1. 

根据 最 大 值 原理 , 在 ENB 上 w.(z) 宇 24.(2) 一 1, 则 在 Emo 
上 w(z) 之 2u1(z) 一 1. 又 因为 中 (2) 二 1, 所 以 于 v(z) 宇 1. 类 
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似 可 得 inf 2(z) 魏 一 1. 
由 上 可 知 v(z) 半 const.， 因此 PEow. 1 


定理 12 设 R 是 覆盖 在 复 = 球面 K 上 的 Riemann 曲面 , 又 
设 4 为 K 上 的 圆 盘 0(a,p). 若 R 不 覆盖 4 的 任何 点 、 或 在 4 上 
Re 有 一 半岛 只 不 覆盖 4 的 一 个 正 容 集 ， 则 RE On 故 REO,. 

因此 , 若 RE 0。, 则 除 4 的 一 零 容 集 外 9, 覆盖 4 所 有 点 . 

证 如 果 不 入 盖 4 的 任何 点 ,那么 Re| 二 -|】 是 一 非常 数 
单 值 有 界 调和 函数 , 故 REOws， 从 而 REO.. 

下 面 设 R 覆盖 在 4 上 有 一 半岛 2, 不 覆盖 4 的 一 正 容 集 B， 
则 显然 B 是 闭 集 . 车 记 本 为 6 的 外 边界 , 则 y(T)==y(8) 之 0. 故 
可 取 两 点 a1.a2€ET 卫 和 一 足够 小 的 正 数 m 使 得 两 圆 盘 4 二 0(ai, po) 
(i 二 1,2) 都 包含 于 4 中 而 且 互 不 相交 ;还 可 使 得 每 个 工 := 站 4 
都 是 正 容 集 . 设 D; 是 4\T'; 中 边界 包含 a; 的 分 支 , 则 D; 的 边界 有 
两 部 分 : 一 是 工 , 二 是 圆周 {z| |z 一 a| =po} 的 一 些 子 弧 段 组 成 之 
子 集 0. 设 wu(z) 是 D; 的 Dirichtet 问题 的 解 ,使 在 C 上 wxw(z) 一 0， 
在 愉 上 xu(z) 王 1. 由 于 CD)>0, 则 xs 天 0. 

设 是 覆盖 在 D. 上 方 2, 的 一 个 连通 片 . 如 果 将 uCz) 考虑 作 
@ 上 的 非常 数 单 值 有 界 调和 函数 ,那么 盖 在 C 上 0; 的 边界 部 分 上 
ww(z) 一 0. 于 是 根据 定理 11, REOhs， 从 而 RE06. 【 


5， 0 类 曲面 的 可 正则 穷尽 性 


第 七 章 8$ 4. 4. 将 给 出 Ce 类 曲面 的 正则 链 判别 法 . 为 此 必须 
引入 Ahlfors 意义 下 可 正则 穷尽 的 概念 . 
设 开 Riemann 曲面 R 是 z- 球 面 K 的 覆盖 面 , 若 R 可 被 一 列 
相对 紧 子 曲面 {R.) 所 穷尽 ,其 中 
RCRCCRCRCRHICh—R, 
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且 玉 的 边界 到 id Jordan 曲线 组 成 并 使 得 


lim TRT 


im 入 | 一 
其 中 表示 T 的 长 度 ; |R.| 表示 RR i 尖 风 及 在 
Ahtfors 意义 下 是 可 正则 穷尽 的， 

定理 13 车 RE0,, 则 外 在 Atifors 意义 下 是 可 正则 穷尽 的 

证 设 R 是 -球面 K 的 覆盖 面 , 并 设 (及 ) 是 R 的 一 个 穷 
尽 , 而 及 的 边界 为 T.. 采用 定理 8 证 明 中 的 记号 w(z)、v.(z)、 
hn. 并 置 

上 一 esi 一 Treo7 一 r(z) 一 er， 0=0(2)=v(2). (1) 
为 方便 ,在 下 面 的 证 明 中 用 ,6 分 别 表 示 >(z) ,9(z)， 

如 果 置 "==e, 那 么 1<r<r<<…<r 一 co 

设 0:7(z) 二 const, =r(1<r<r,) 是 7(z) 的 等 位 线 , 则 以 
CW" 和 为 边界 的 区 域 RW 是 RN\Ro 的 一 紧 子 曲面 , 并 且 


[RD = | 一 上 du 一 2r. (2) 
设 4(r) 是 Rm 的 球面 面积 ,而 L(7) 是 Co 在 球面 上 的 长 度 , 即 
A(7) = 由 | 证 晤 drdg， LO) = 上 四 Tr 


其 中 z -和 因此 根据 Schwarz 不 等 式 和 式 (2) 


Lr) 委 2mr 
iD 首先 设 lim 4(r.) 一 co. 
若 对 任意 >CVm<r<rx) 有 Zr)>4(r)%， 则 由 〈3) 得 


1 人 
2 | 7 2 | TE < const. 人 -> co)， 


(3) 


这 与 "xoo 矛盾 . 因此 存在 一 .V7.7.<r,) 使 得 
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LT) > [AC) 了 (4) 


设 D, 是 使 得 Vr <r<rC 一 >(2)) 成 立 的 有 Na 的 子 曲面 , 则 由 
log 7 =u,(z)=/0,.(2), log 7,=h 得 (2z) 一 log r/log mx 一 上， 故 


<od SI vze€D. 


又 因为 在 任 一 RNRo 的 紧 子 曲面 上 @.(z) 一 0, 故 当 n>oo 时 D, 趋 
于 BR 的 理想 边界 . 因此 , 由 假设 可 得 4(m) 一 co， 再 根据 (4)， 必 
有 L(t)/4(T.)->0. 从 而 在 本 条 件 下 定理 得 证 . 

让 如果 4(rJ 和 1M(=const, )(r 二 1,2,…) ,那么 


je Fa, < ?rd < 24m, 


因此 存在 一 mMT. mm) 使 得 L(T,)->0, 从 而 
LOW)/ACT) >0 nro0). 1 


6， UV- 类 函数 


设 w=f(z) 是 单位 圆 盘 := {zr 过 1,z==re*) 内 的 正则 函 
数 , 若 当 z 沿 圆 盘 内 的 以 某 点 ee 为 顶点 的 任 一 Stolz( 角 形 ) 区 域 
趋 于 e* 时, limf(z) 存在 , 则 称 该 极限 为 f(z) 的 角形 边 值 或 
韭 切 边 值 , 并 记 为 f(e*). 众所周知 , 开 圆 盘 4 内 的 有 界 解析 函 
数 f(z) 的 角形 边 值 f(e”) 在 圆周 {z|1z| 二 1) 上 几乎 处 处 存在 . 
如 果 4 内 的 正则 函数 w=f(z) 满足 sup |f(z)1<1， 且 其 角形 边 
值 在 单位 圆周 上 几乎 处 处 为 f(e”) = 二 1, 则 说 1(z) 是 UV- 类 函数 ， 
记 为 f(z)EU. 车 为 内 的 正则 函数 w= 二 f(z) 满足 sup, If(z)|<1, 


且 使 得 SHH) ED, 则 记 为 f(2) Eva). 
定理 14 设 RE 0 是 覆盖 在 > 球面 K 的 覆盖 面 . 对 球 K 上 
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的 圆 盘 4: 二 0Cao,p), 设 及 是 及 覆盖 在 4 上 的 一 个 连通 分 支 ( 岛 
或 半岛 )， 

(i) 如 果 z= 二 p(s) 是 将 RB 的 万 有 覆盖 面 共 形 映 上 (6116|<1} 
的 映照 , 那么 p(6) EV,(ao). 

(ii) 设 a 是 4 的 任意 一 点 且 被 BR 覆盖 nla) 次 , 图 

Ld sup n(a). 
若 wo<co, 则 除 一 零 容 集 外 4 的 每 一 点 都 被 RB, 散 盖 mn 次 ， 

(iii) 设 4a 是 KK 的 任意 一 点 且 被 R 获 盖 wo) 次 , 置 

no 一 sup n(a). 
车 mw<co, 则 除 一 零 容 集 外 K 的 每 一 点 都 被 R 覆盖 no 次 . 

证 (不妨 设 R, 是 非 紧 的 . 根据 Fatou 定理 , 当 6: 二 re” 沿 
圆 片 (11s| 过 1) 内 的 非 切 方向 趋 于 e" 时 , 极限 limp(é) 在 圆周 
C: 二 {6116|=1} 上 几乎 处 处 存在 . 

设 R, 的 盖 在 球 K 上 的 圆周 oo: 一 {z|1z 一 oo| 王 六 相对 边界 对 
应 于 圆周 C 的 开 子 集 B, 记忆 =CNB. 则 刀 上 的 几乎 处 处 的 所 
有 点 都 对 应 于 R, 的 可 达 边 界 点 . 现在 可 以 看 出 对 于 某 个 使 单位 圆 
盘 人 1 一 1) 不 变 的 Fuchs 群 G6, p(6) 是 不 变 的 . 

假设 mg’ 之 0, 利用 Poisson 积分 可 知 存在 {6116|=1) 上 的 
调和 函数 *(6)， 使 得 它 在 B 上 几乎 处 处 等 于 1, 而 在 上 等 于 
0. 则 (6) 天 0. 由 于 tr 关于 Fuchss 群 G 是 不 变 的 ,如 果 置 

ul(z) = beg(2) ， 
那么 wx(z) 是 及 上 的 非常 数 单 值 调和 函数 , 它 在 BR 的 覆盖 在 C 上 
的 边界 曲线 部 分 上 的 边界 值 为 0. 根据 最 大 值 定理 可 得 wz) 志 0， 
矛盾 . 因此 mB' =0, 所 以 p(6) EU,(ao). 

其 余部 分 由 定理 12 和 第 五 章 $ 2 引 理 4 即 可 证 得 . | 

注 可 以 证 明 : 车 Rk 由 无 限 叶 组 成 , 则 除 一 零 容 集 外 K 的 每 
一 点 都 被 R 覆盖 无 限 多 次 . (参看 Tsuji,M [1] P. 329) 
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§ 2 ” Dirichlet 积分 有 限 的 函数 


1. 相对 子 域 类 与 曲面 分 类 的 关系 
先 证 明 Ou 与 0w 的 包含 关系 . 
定理 1 0wCoOw. 
证 设 REow 于 是 R 上 存在 一 非常 数 各 -函数 w=/(7). 
记 a=inf Re fp)、 b=sup Re f(p). 用 4; 表示 复 ww- 球面 kK 上 的 直 
线 {w€EK|Rew= 二 56}. 设 f(7) 的 值 域 为 ,并 置 必 ==BNLs， 显然 如 
关于 Lebesgue 测度 mes 是 可 测 的 . 根据 fubini 定理 得 
0< as 一 [| | dn 一 msc de 入 pr[ 门 < 十 co， 
其 中 w=& 十 inx. 于 是 存在 一 正 数 和 使 得 
0 < mes(li) <+ ce， 
记 心 一 AN ， 则 mes(ktv ) 之 0. 根据 第 五 章 §1.12 引 理 8， 
KNs 存在 非常 数 4B- 函 数 pCw). 又 KN = 二 (KNs)UBEB, 故 
FP(p): = grf (7) 
就 是 上 的 非常 数 4B- 函 数 .于 是 RE0w. 1 
关系 Ow= Ou 是 由 日 本 数学 家 酒井 良 (Sakai，Makoto) 于 
1979 年 给 出 的 , 下 面 将 直接 采用 它 . 
定理 2 设 G 是 Riemann 曲面 R 的 好 子 域 , 其 边界 为 了 则 
G 关于 本 的 双 倍 面 Ce 0x 的 充分 必要 条 件 是 CE SOx( 参 看 第 五 章 
§ 1), 此 处 X 表示 4B、4D、4BD 其 中 之 一 . 
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证 仅 就 有 界 解析 函数 《 即 4B 函数 ) 的 情形 进行 讨论 . 将 6 
关于 的 双 信 面 记 为 6. 分 别 用 和 5 表示 6 和 pEG 的 对 称 象 , 

充分 性 . 假设 CU 上 不 存在 其 实 部 在 矿 上 取 值 0 的 非常 数 
单 值 有 界 解析 函数 , 而 w==f(z) 是 6 上 的 单 值 有 界 解析 函数 ， 则 

FD: = fp) — FD 和 PapD): 一 二 (TCD) 十 7G) 


是 6 上 的 单 值 有 界 解析 函数 , 且 Pi 和 PF, 的 实 部 在 上 的 每 一 点 
都 取 值 0. 根据 假设 , FP, 和 FP; 民 为 常数 . 记 
一 J(D) 一 了 (9) 和 所 一 Xp) 十 f(7)， 
则 如 和 局 都 不 依赖 于 点 PE G. 故 TCD) 一 (十 ia)12 也 是 常数 
必要 性 见 关于 解析 范 数 延 拓 的 对 称 原则 ，| 
由 定理 2\ 定 理 1 和 关系 式 Qu 一 Ouo 即 得 


推论 ”SOCSOw，SOw 一 SOwoi OosCOo，Opo 一 Ownan， 
2. 相对 曲面 类 SOue 和 SOm 


定理 3 SOnw= SO 

证 只 要 证 S0ww 沪 SOwaop 即 可 . 为 此 设 BE S04o， 其 边界 记 为 
y， 则 BUa 上 存在 非常 数 调和 函数 uz) 使 其 Dirichlet 积分 有 限 ， 
即 pe[ 四 <ce 上 且 在 c 上 w=0. 

现 将 @ 共 形 嵌入 一 Riemann 曲面 7, 比如 沿 a 的 双 倍 面 . 
设 ( 尺 ) 是 的 一 穷尽 ,其 中 每 个 的 边界 T 由 有 限 条 解析 
Jordan 曲线 组 成 , 目 PCo. 置 和 =2nm. 记 六 是 的 包含 在 天 
中 的 那个 部 分 , 而 Fe 是 忆 的 包含 在 @ 中 的 那个 部 分 . 在 Fo 内 
选取 两 点 a.b 使 得 x(a) 天 xD)， 

设 w= 二 w.(z,a) 是 B. 上 的 调和 函数 使 得 在 y, 上 w= 二 0, 而 在 
Ti 上 台 一 吕 中 ( 泥 合 边界 值 问题 的 解 ), 其 中 9.(2,0) 是 


的 Green 函数 , 而 v 是 关于 IT 的 内 法 向 . 若 置 
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X24) = gs(zya) 一 ws,a), (1) 
则 %(z,a) 满足 下 面条 件 : 
a) 除 a 点 外 ， Ca 在 @. 内 调和 |. 


b) 入 (za) 一 log i Ta 在 点 处 调和 ; 


c) 在 六 上 % 一 0,， 而 在 Fo 上 0. 
类 似 地 ,可 以 定义 wz,6) ,XCz,5). 置 
gq.(2;34,b) = g.(2,a) 一 g.(z2,5) 
Xz3a,b) = Xz,a) — Xz,6) (2) 
= g.(z2;a,b) 十 1w0.(2,b) 一 wz,a) 
(2) = Xz3a,b) 一 gel23a,b) = wz,b6) 一 wzya), (3) 
则 w(z) 在 内 调和 , 上 且 在 y, 上 ==0. 根据 假设 , 在 y 上 w=0， 
而 在 Fo 上 验 一 0. 故 根据 Green 公式 ， 


DB (Zz;0b) 
DoLu,w] = | 区 二 | Ma ds 


= ov i ds = 2r[u(a) —u(b)] 0. 人 
类 似 地 ,如果 m 宇 x， 则 
Do [ons = 27 [Lona) — 466)] = Do, Ln], (5) 
所 以 
0 < poles — 0] = Doew] — 2Do ews] + Don] 
< po Les] — 2Do es] + Dar] = Dale] — 2Do. [en], J 
Do Le] Do] n> 0 
因此 lim Do.[w] 存在 . 故 由 (6) 可 得 
Bs lim Del 一 同一 0 (m>. (8) 


由 于 De" ]J<m [tm], 且 在 六 上 愉 一 0, 故 可 从 {o(2) ) 全 ,中 选 一 
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子 列 ， 仍 记 为 fw(z) ) 呈 ， 使 得 极限 imw(2) 一 "2) 存在 , 且 其 收 

化 在 邹 内 是 广义 一 致 的 . 那么 "(z) 在 5 内 是 调和 的 , 上 且 在 ”上 > 

一 0 又 limg.(z,a) 二 9g(z,a) 存在 , 其 中 yg(z,a) 是 由 的 Green 函 

数 , 而 且 在 ”上 9 一 0, 故 lim g.(z;as) 二 g(z,q) 一 g(z,5)， 所 以 

lim[gCz34,5) 一 nD] = lim (230b) = Xz3a,) (9) 

存在 , 且 

»(2) = X(z;a,b) 一 g(z;a,b). (10) 
从 式 (5)、(8) 可 得 Do[o,0,] 二 lim Do,[rw] 和 
0 = limDsle — 1] = limCDo Ls] — 2Do [ron] + Da]). 

所 以 DoLv]= limDs Ls] 一 limDe[z， (11) 
Ips busv — wl < /DoulDo Le — 1] 
SOs — wl 0 no0). 

因此 Do[uy]j] 二 limDo [4,2]==limDo,[usw]. 根据 式 (4)， 

“Dolusw] = 2nLuka) — ulb)] #0. 

从 而 w 寺 0. 从 式 (11) 可 得 Ds]=limDo [Lv]<Do[w'jJ<o%. 

又 因为 在 Fe 上 室 =0, 所 以 六 在 和 Vs 沿 149 的 双 倍 上 是 
调和 的 ， 另 ， 因 为 在 六 上 六 一 0, 故 2300) | 在 用 上 达 
到 ,从 而 max1X(zsawb) | 在 1 上 达到 . 因为 g(awb) 在 e\P 上 
有 界 ， 所 以 2(z) 二 XCz;a,5) 一 gCz;asb) 在 D\Ps 上 有 界 .最 后 , 由 


于 wv(z) 在 Fo 内 调和 , 故 是 8B 上 的 有 界 调和 函数 , 且 在 ”上 "一 0 
并 有 Do[vj<oo. 1 


推论 SOueCSOuao 一 SOm 
定理 4 对 于 相对 边界 为 紧 致 的 子 曲面 类 ,SOws 二 SOwo 
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证 设 VES0ws, 其 相对 紧 致 边界 为 y, 现 将 $B 共 形 檬 入 一 
Riemann 曲面 使 F\G 为 紧 致 . 设 {F.}2o(Fo 二 @) 是 的 一 个 穷 
尽 . 根据 8 1 定理 2, 5 的 相对 理想 边界 的 调和 测度 o 满足 


Dlw] = [党 本 ds， 
其 中 。 是 [wj] 的 Diriclet 积分 , 而 v 是 y 关 于 5 的 内 法 向 由 y 


为 紧 致 即 得 D[o]<co. 根据 第 三 章 $ 4. 4 定理 7, 。 是 非常 数 的 
于 是 SOhs 沪 SOno. 最 后 根据 定理 3 的 推论 ， SOus 一 SOuo， 1 


3， 0ws 和 0 类 曲面 


定理 5 ”OosCOuw (对 应 地 ，OueoCOw ). 

证 设 REOw( 对 应 地 , 0w). 于 是 R 上 存在 非常 数 4B-( 对 
应 地 ，4D-) 函数 w=f(p). 任 取 一 点 pmpER,， 如 果 记 a 二 Re f(po)、 
G: 二 {w|Rew>a)、0' :二 {wlRew<a)、 那么 放 '(G0) 或 广 '(G') 中 
必 有 非 紧 分 支 4 使 得 在 其 边界 ”上 Ref==a. 显然 PCZ) :一 了 |: 一“ 
是 4 上 的 非常 数 4B-( 对 应 地 ,4D-) 函 数 , 且 在 其 边界 ”上 满足 条 
件 ReF(7) 二 0, 从 而 REOos( 对 应 地 ， Oo) 上 

定理 6 OnaCOws. 

证 设 REOow. 则 R 上 存在 一 个 好 子 域 6, 记 其 边界 为 工 ， 
使 得 GUT 上 存在 一 非常 数 4B- 函 数 w= 二 f(r), 其 实 部 在 上 和 恒 
取 值 0. 记 M= ,sup, |f(7) | 过 co. 设 Fs 是 定义 在 区 域 G 上 的 函 
数 w= 了 (7p) 所 产生 的 窗 盖 在 复 由 球面 到 上 的 Riemann 曲面 ， 则 
7 在 球面 k 上 的 投影 必 包 含 在 圆 盘 {u| |z|<<M)} 之 中 . 对 于 任意 
e>0, 在 圆 盘 {z||z| 一 M 十 s} 内 作 两 个 足够 小 的 圆 盘 51、0; 使 得 : 

1) 9 与 @% 互 不 相交 ; 

2) hi 在 ww 球面 K 上 的 投影 分 别 与 wm 和 6 都 相交 ; 

3) B, 和 咽 的 闭 包 分 别 与 w- 球 面 的 虚 轴 都 不 相交 ; 

4) @ 和 @; 都 分 别 包含 Fe 在 w- 球 面 K 上 的 投影 的 外 点 . 
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根据 条 件 ,分别 可 在 本 和 6 内 作 两 个 足够 小 的 圆 盘 D1 
和 gy 使 其 与 Fo 在 K 上 的 投影 都 不 相交 . 记忆 一 从 本 ,i 二 1,2. 
设 om 是 D; 内 的 调和 函数 ,使 其 在 的 边界 圆周 上 取 值 0, 而 在 
@@ 的 边界 圆周 上 取 值 1, i 二 1,2. 

根据 条 件 1) 和 2), 有 F 的 两 个 不 交 半岛 FI. 和 严 分 别 覆 盖 
在 @ 和 5 之 上 .由 上 述 构造 法 可 知 Fl 和 F, 都 是 R 的 好 子 域 ， 
其 边界 分 别 记 为 C1 和 Cz. 根据 条 件 3),C, 和 C: 与 卫 都 不 相交 . 
注意 到 C, 和 Cs 的 边界 分 别 覆 盖 在 B, 和 9 的 边界 之 上 . 

显然 w of(7)EHBCFiUCi), 上 且 在 C: 上 取 值 0 于 是 Ff. 
SOns，i 二 1,2. 根据 $1.4 定 理 11, REOwns. 1 


4. Own 和 Onso 类 曲面 


定理 7 设 &%(i=1,2) 是 Riemann 曲面 的 两 个 不 交 非 紧 子 
曲面 ,其 边界 ”分别 由 至 多 可 数 条 ( 紧 或 非 紧 的 ) 解 析 曲 线 组 成 . 
若 在 和 上 分 别 存在 着 非常 数 单 值 调和 函数 u 使 得 在 上 ==0， 
且 De[d<co, 则 RE Ow 

证 根据 定理 3, 不 妨 设 w 在 和 上 有 界 且 lw(z)|<1, 及 


sup ai(z) = 1，inf xz(z) 一 一 1. (1) 
2€ED, 2€09, 


设 (及 } 是 有 的 一 个 穷尽 , 而 了 为 R, 的 边界 . 又 记 及 "一 及 们 多 
Gi 二 1,2). 在 R 上 定义 连续 函数 必 (z) 如 下 : 


wl2) = ua VY 2E RV; wlz) =u(2),YV2E 后 (2) 
wz) 一 0,YzE RNRD U R2. 
则 
Due[z] 一 Duo[z] 二 Daw [Luz] | (9) 
委 Def[x] 十 De? [us]: = K< co. 


设 忆 是 以 w. 在 I 值 为 其 边界 值 的 R, 上 的 Dirichlet 问题 之 解 , 则 
根据 Dirichiet 原理 有 
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Dr[mj < Dw K. 
由 于 在 NB 上 ww.(z) 之 2u, 故 >(2) 与 831.4 定理 11 之 证 明 中 
的 w(z) 一 样 ,所 以 lim w.(z)=w(z) 存在 , 且 其 收敛 在 R# 上 为 广义 
一 致 的 . 由 此 可 知 "(z) 在 R 上 为 调和 、w(z) 半 const. , 和 且 在 R 上 有 
Iz(z)| 志 1 和 Ds[v] 志 K. 因此 REO4s. 上 


定理 8 Ono 一 0Om. 

证 只 要 证 明 OosuCOm， 

设 x(z) 是 R 上 的 非常 数 单 值 调和 函数 ,使 得 Dx[uj<oo. 又 
设 有 两 点 a,bER 使 得 ula)<a<as<u(D). 记 ={zlu(z)<<a) 、 
二 {zju(z) 之 az) , 则 DB. Gi=1,2) 是 8 的 两 个 不 交 的 子 曲 面 . 显然 
在 的 的 边界 上 uCz)==a, 且 有 Do[uj 过 oo (i=1,2). 故 根据 定理 
7， 有 REOmn， 1 


推论 OwnCoOwo 一 Ooo. 
5 与 零 容 集 等 价 的 可 去 点 集 


第 五 章 8 1 给 出 可 去 集 的 概念 及 其 自然 的 单调 关系 此 处 深 
入 讨论 之 .第 四 章 8 2. 5 证 明了 零 容 集 不 含 任何 连续 统 、 而 在 该 
章 84.2 证 明了 零 容 闭 集 必 为 HB- 可 去 集 . 更 有 : 


定理 9 设 了 是 平面 全 不 连通 紧 致 集 , 则 下 面 各 论断 等 价 : 

(i) 2 是 零 容 集 ; 

(ii) 是 8B- 可 去 和 集 ; 

Giii) 已 是 HBD- 可 去 集 . 

(iv) 已 是 HD- 可 去 集 . 

注 此 处 只 给 出 (i) 和 (i) 等 价 性 的 证 明 , 原因 是 :尽管 (iv 
一 (者 ) 是 显然 的 , 但 其 北 论 证 较 复杂 ( 见 定理 13), 为 此 必须 引入 
主 函 数 的 概念 ， 有 关 证 明 见 下 面 第 6 一 9 段 . 
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证 GD-~(ii) 见 第 四 章 8$ 4. 2 定理 2, 而 Gi) 一 (ii) 是 显然 的 . 

(ii)-~>(i)， 首先 ,根据 第 五 章 $1. 2 引 理 2, 对 任意 a€8, 存 
在 a 的 ( 单 连 ) 解 析 Jordan 邻 域 U, 使 其 边界 与 万 不 交 . 

其 次 假设 集 5 的 容量 y(8) 二 0. 于 是 至 少 存在 一 个 上 述 的 邻 
域 坊 使 得 y(Bm) 盖 0,， 其 边界 记 为 a. 现 将 0 的 对 称 区 域 与 
UNB 沿 a 按 对 称 关 系 粘 合成 一 曲面 R, 则 PF 上 存在 Green 函数 . 
与 定理 4 的 证 明 相 同 , 适当 选取 的 列 {7,} 兴 o, 使 得 fo 二 UV“, 即 
可 使 R 关于 理想 边界 的 调和 测度 %。 是 FV" 上 非常 数 有 界 调和 函 
数 , 且 D[o]<oo. 于 是 5 不 是 HBD- 可 去 . ， 


6. 通 量 


设 6 是 Riemann 曲面 的 一 正则 区 域 , 其 边界 y 按 关于 G 
的 正 向 定向 ,考虑 一 紧 致 灸 边 Riemann 曲面 W, 将 其 边界 围 道 分 
为 内 部 边界 和 外 部 边界 两 部 分 , 分 别 记 为 < 和 p, 即 和 有 关于 
W 分别 是 正 向 和 反 向 的 . 设 * 是 印 上 的 调和 函数 , 积分 


| “dx 
称 为 ,关于 下 的 (外 ) 边 界 通 量 ， 显 然 有 | "du 一 |。dv， 
引 理 2 ” 设 w 是 紧 致 镶 边 Riemann 曲面 W 上 的 调和 函数 ， 
使 得 在 a 上 w=0、 在 8 上 o=1. 则 匈 上 的 任 一 调和 函数 * 关于 
Ww 的 边界 通 量 满足 关系 
| |, a) 入 pa]p[o] 
证 记 4 = | “du, 即 u 关 于 WW 的 边界 的 通 量 . 为 证 结论 ， 


不 妨 设 2220, 并 记 ww 。p[o]/L 只 需 证 D[o]<<D[o]， 显然 ， 
与 。 有 同样 的 通 量 , 故 
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D[Loy 一 o] 一 [2 ‘dv 一 “do) = 0. 

因此 Dp[w]=D[。j 十 DP[v 一 w], 即 得 D[o]<D[vj. 1 

设 : 是 定义 在 Riemann 曲面 R 某 紧 致 集 5 外 的 调和 函数 
根据 第 三 章 8$ 3 定理 16, 存在 穷尽 列 . 设 {R)2o 是 R 的 一 穷尽 ， 
记 RR. 的 边界 为 I. 若 将 的 理想 边界 记 为 p, 则 

[| "du: = lim | "du 

称 为 关于 理想 边界 6 的 通 量 . 上 述 概念 将 在 下 面 起 重要 作用 . 

7.， 主 函数 

设 Ri 是 Riemann 曲面 忌 的 紧 致 锐 边 子 曲面 的 余 集 ， 其 边界 
a 是 紧 致 的 . 规定 a 的 正方 向 使 其 关于 中 是 正 向 的 . 现 定义 与 
Ri 相关 的 线性 算 子 也 如 下 : 对 a 上 的 有 界 连续 函数 f，Lf 定义 
为 羽 , 二 RUa 上 的 连续 函数 、 在 内 调和 并 满足 条 件 : 


Lfla=7, (1) 
min f Lf maxf, (2) 
| “dLf = 0. (3) 


在 条 件 (3) 中 ，*d1f 在 a 上 未 必 存 在 ,但 可 理解 为 当 a>a 时 积 
分 | dy 的 极限 ,其 中 “是 页 内 同调 于 a 的 曲线 由 于 好 在 
所 内 调和 ,， 故 | dpy 与 a 的 选取 无 关 ， 从 而 上 述 的 说 明 是 合理 
的 . 将 算 子 :ft 一 14 称 为 正规 算 子 ， 当 然 这 里 假设 满足 上 述 条 
件 的 函数 1/ 是 存在 的 (参看 下 一 段 的 算 子 Zn、z)， 

定理 10 设 是 定义 在 及 上 的 有 限 连续 函数 . 且 在 8 内 调 


和 . 那么 R 上 存在 调和 函数 ? 使 得 
(p— 5)|R=L((p— s)|a) (4) 
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的 充分 必要 条 件 是 
| “ds = 0. (5) 
其 中 函数 p 在 相差 一 常数 的 意义 下 是 唯一 的 , 且 ? 退缩 为 常数 当 
且 仅 当 s 一 ZCslc)， 
函数 ? 称 为 对 应 于 (s,Z,R) 的 主 函 数 ， 而 s 称 为 奇 性 函数 . 
证 式 (5) 的 必要 性 是 显然 的 ， 只 要 证 充分 性 . 为 此 , 设 Ro 是 
包含 RNR, 的 正则 区 域 , 即 西 是 紧 致 区 域 且 其 边界 a 为 有 限 条 不 
交 的 解析 Jordan 曲线 . 规定 ao 的 正方 向 使 其 关于 Ro 是 正 向 的 . 
定义 一 个 与 Re 相关 的 线性 算 子 7 如下; 对 a。 上 的 有 界 连续 
函数 f, 定义 7f 为 国 : 二 RoUao 上 的 连续 函数 ,在 Ro 内 调和 , 且 使 
得 7flao=f. 置 Kf==L(T 有 )，, 或 精确 地 应 是 Kf 二 LCTF1a). 记 
5s0=s— Ls. 
则 As 一 COTK'so)，n 一 1,2… 
设 。 是 一 在 BR 门 Ri 内 调和 ,在 站 上 的 连续 的 函数 , 且 在 
am 上 o=0\ 在 上 o=1. 下 面 证 明 对 所 有 自然 数 都 有 
Tkso*do = 0 (6) 
置 w=TK"so 一 Kso, 根据 Green 公式 
I Qu "do — w “du) 一 一 | (u “do 一 oO “du). 
根据 (3)、(5), | “du 二 0. 又 因为 在 w 上 4=0、 在 mm 上。=0， 
所 以 
. u "do = 0. (7) 
将 Tso 一 so 代入 式 (7) 的 4, 并 考虑 到 在 a 上 so 一 0, 故 
| Tso'do = 让 so"do = 0. 
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又 由 于 在 w 上 K'so 二 LCTK*-'s0) 二 TK*-'so, 因此 , 若 在 式 (7) 中 取 
4 二 TK"so 一 K'so， 则 得 

| TK'so*do = [ 7TK" iso"do = 0. 
从 而 式 (6) 得 证 . 


设 多 是 定义 在 束 上 的 满足 下 面条 件 的 函数 族 : 每 个 元 素 v 
都 是 吏 上 的 有 界 连 续 函 数 、 在 Ro 内 调和 并 使 得 


| v "dw = 0. 
由 式 (6) 知 7TK"soE 多 .下 面 证 明 存在 一 常数 9E (0,1)， 使 得 
maxlv| < q maxlol, VuE 你 (8) 


只 需 考虑 "天 0 的 元 素 . 假设 式 (8) 不 成 立 ， 则 必 存 在 一 个 函数 列 
I}C% 使 得 lim Cmaxle /maxlnl)=1. 记 m=w/maxlo ,| ， 那 


ee 且 在 而 上 luls1 “于 是 存在 一 而 上 的 调和 函数 。 4 使 
zk} 有 子 列 在 吏 上 收敛 于 wx 由 于 


| u "dw 一 lim | 加 "do = 0， 
且 在 w 上“ do<<0, 故 4 不 可 能 保持 不 变 号 . 但 


maxlu |= lim maxlul =1. 
根据 极 大 值 原理 ， 在 上 lu| 二 1， 从 而 是 常数 , 这 与 wu€' 多 蔬 
盾 , 于 是 式 (8) 成 立 . 
由 式 (8) 可 得 


maxlTR | 入 maxlTR lso| 一 max|K lso| 


对 任意 14=1,2,…， 由 式 (2) 可 得 
maxlrxea| = 一 dc 1'so) | Sel El 


因此 max]7F so]<g max| TE so|. 应 用 上 式 递 推 可 得 
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max |TK"so| < max|sol. (9) 
现在 在 a。 上 定义 函数 
p= DKso. 
=0 


由 式 (8) 可 知 g 在 ao 上 是 有 界 连续 上 且 Kp 二 p 一 so。 因 此 在 a。 上 
p— Kg9=s— Ls. 
于 是 若 在 w 上 置 f 一 8, 则 在 eo。 上 有 9 一 [f==s 一 Ls， 即 
9 一 s 一 ZLGf 一 s) (在 wm 上). 
现在 , 在 R 上 定义 函数 p 使 得 
7|Ro = TY, 
PlR' = Lf+s— Ls. 
上 面 的 定义 是 合理 的 , 这 是 因为 在 a。 上 
Tp— (Lf+s—Ls)= (9—s)—L(f—s)=0, 
而 在 a 上 79 一 (Lf 十 s 一 Ls) 二 f 一 一 s 十 s 二 0, 因此 在 RPR 上 
有 Tp 二 Lf 十 一 Ls， 由 此 可 得 ?是 RR 上 的 调和 函数 且 在 R' 上 
L(p—s)= LLf— Ls)=1L(f—s)=7—s, 
也 就 是 说 > 满足 式 (4)， 
最 后 设 和 zp 是 满足 式 (4) 的 两 个 解 . 关系 L(p 一 p' ) 二 ?7 一? 
说 明 函 数 允 :=z? 一 m 在 wm 上 取 到 极 大 值 , 故 允 为 常数 ,类似 地 ， 
Ps=s 草 含 lp 二 p, 为 此 7 必定 为 常数 .上 


8， 算 子 区 和 工 
设 Ri 如 前 所 述 , 而 2CR 是 RR 的 相对 紧 致 正则 区 域 , 其 边 
界 为 mwUpo, 其 中 po= U po, 而 这 些 bn 恰 是 RNBQ 的 分 支 之 有 限 


条 互 不 相交 的 边界 围 道 . 给 定 mw 上 的 函数 了 如 前 , 记 wo 和 wo 为 
9 上 的 调和 函数 , 其 边界 值 如 下 : 在 mw 上 二 者 都 为 f; 在 pw 上 


“duoo = 0, ao = ci 一 Const. 
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使 得 |，“dmo 一 0。 为 方便 , 置 
Zoof = voo, Livf = uo 
根据 Green 公式 , 对 5Ce2 和 fE€EC'(a1) 
Do[Towf 一 Zoo 门 = DoL Loo f] — Do[L Loof] } 
< Do [Lowf] — DoLlnof] 
和 
DoLLivf — Digf] < DoLLiof] — Do Lliwf]. (2) 
由 式 (2) 可 得 w: 二 limLiof 存在 , 且 有 Ds[w]< 吕 和 
lim DoLLiof 一 uw] = 0. 
再 次 根据 Green 公式 可 得 
DoLLiof 一 Loof] = DoLLiof] — DoL Lnof]. (3) 
式 (3) 和 (1) 给 出 w: 一 Jim Loof 的 存在 性 、Dn,[wj<oo 和 
JimDo[Taof — wo] = 0. 
由 于 C'(e) 在 C(w) 中 一 致 稠密 , 故 对 任意 fEC(a4) 可 定义 
Lof = Jim Zoof， Lf= lim Liof. (4) 
如 果 fEC'(a), 那么 有 Dn[LZP 门 <coe 和 
lim Do[Lf — Lof] = 0. (5) 
容易 看 出 算 子 (i=0,1) 是 正规 算 子 . 
9. 零 容 集 的 HD- 可 去 性 


对 应 于 HD- 可 去 集 也 有 与 定理 10 类 似 的 结论 , 但 必须 验证 
正规 算 子 的 条 件 (3) 成 立 ， 即 验证 函数 关于 曲 域 边界 通 量 为 0. 虽 
然 所 述 条 件 并 非 直观 , 但 下 面 定理 给 出 肯定 的 回答 ， 


定理 11 设 8 是 开 Riemann 曲面 R 的 理想 边界 . 则 RE Oe 
当 且 仅 当 任意 定义 在 5 邻 域 上 的 BFD- 函 数 v 关 于 8 的 通 量 为 0. 
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证 设 & 是 有 R 的 一 正则 子 区 域 ， 其 边界 记 为 mm， 不 妨 设 + 
是 定义 在 2 的 外 面 的 HD- 函 数 . 又 设 {R)%, 是 的 一 穷尽 列 ， 
其 中 Ri 必 如 , 将 R, 的 边界 记 为 T. 记 为 R\53。 上 的 调和 测度 ， 
即 w 是 调和 函数 , 上 且 在 TT 上 =1, 而 在 To 上 ==0. 

必要 性 , 由 于 REO6, 故 wo=0 (n->oo). 根据 引 理 2 


| “du < Devo dDe oo. 


根据 $ 1. 2 定理 2, 当 mw->co 时 ,Dusaw[o]->Dew[w] 一 0 另 由 条 件 
Dr ml]S<Dag Ll, n=1,2,…, 故 


“du = lim | “du = 0. 
充分 性 . 假设 RE0。， 则 R 的 理想 边界 的 调和 测度 "是 正 的 . 
根据 $1.2 定理 2,， Daw,[o] 与 。 关 于 的 理想 边界 的 通 量 相等 ， 
则 必 有 限 . 故 。 是 & 外 的 HD- 函 数 . | 


定理 12 设 R 是 一 紧 Riemann 曲面 , 而 也是 有 上 的 一 平面 
型 紧 致 真子 集 . 那么 是 HD- 可 去 当 且 仅 当 RNBE ou 

证 必要 性 . 假设 万 是 AD- 可 去 , 但 RNB 志 0u 根据 第 三 章 
$ 4.5 定理 8, R\E 关于 某 正则 子 区 域 6 的 理想 边界 的 调和 测度 
#0. 记 6 的 边界 为 也 根据 81.2 定 理 2, 0[o] 一 | ,as<. 
由 所 设 , 。 可 延 拓 成 AG 上 的 AD- 函数 . 但 是 , 在 上 %=0, 故 
有 。 三 0. 矛盾 . 从 而 RA\EEO6. 

充分 性 . 设 A\BE Oo. 若 s 是 的 某 平面 型 邻 域 G' 上 的 HD- 
函数 , 则 s 关于 A\E 的 理想 边界 的 通 量 等 于 0. 取 0 的 子 开 区 域 
G, 使 得 GCG'， 且 其 边界 全 是 有 限 条 解析 Jordan 曲线 

现 定义 算 子 mm: C( 由 一 HB(G) 如 下 , 对 三 上 的 任 一 实 连续 
函数 ,定义 [of 为 了 在 区 域 6 的 Diruchlet 问题 之 解 . 显然 za 是 
正则 算 子 . 根据 定理 10, 存在 RNE 上 的 调和 函数 ? 使 得 


。290 。 Riemann 曲面 及 其 上 的 位 势 理论 


?一 s 一 Lo(p 一 s). 
由 于 VDes[pjMVDov[sj 十 DowsLP(z 一 s)], 故 ? 是 RNBE 上 的 
17D- 函 数 ， 又 因为 00CCOuw , 所 以 p 三 const.， 即 得 s=Z(s). 于 是 
s 可 延 拓 成 整个 G 上 的 HD- 函 数 . 1 
由 第 四 章 § 4. 4 定理 8 可 得 


定理 13 设 有 是 一 闭 复 =- 球面 , 而 是 R 的 紧 致 真子 集 . 
那么 是 HD- 可 去 当 上 且 仅 当 是 零 容 集 . 


10. 复 球面 上 的 4D- 可 去 点 集 


定理 14 设 刀 是 闭 复 球面 K 上 的 一 紧 致 真子 集 . 那么 忆 
是 各 -可 去 的 (对 应 地 ，4BD- 可 去 的 ) 当 且 仅 当 K\B8E 0w (对 应 
地 ，KNBEOuo). 

证 必要 性 是 显然 的 . 

充分 性 . 设 K\BE Ow. 又 设 了 是 定义 在 瑟 的 某 邻 域 凡 上 的 
4D- 函 数 ( 对 应 地 ，4B8D- 函 数 )、 现在 , 取 一 包含 8 的 开 区 域 0 使 
得 A\G 是 正则 区 域 , 且 BCCC5CU, 记 G 的 边界 为 卫 

记 s=Ref， 显 然 * 是 HD- 函 数 且 


“ds = 0， (10) 


取 与 定理 12 证 明 相同 的 算 子 re, 则 存在 KN3 上 的 ED- 函 数 使 
得 在 G\E 上 有 


7—s= Llp 一 3). 
又 由 于 | araCz 一 。) 一 0， 故 可 得 | ,dp 一 0 从 而 存在 K\B 上 
的 4D- 函 数 卫 使 其 以 ?为 实 部 . 但 KNEEOu, 从 而 F=const， 进 
而 p 寺 const. , 故 s 一 Ia(s). 于 是 s 可 延 拓 成 整个 G 上 的 DD- 函 数 . 
同 理 可 证 了 的 虚 部 也 可 延 拓 成 整个 G 上 的 HD- 函 数 . 从 而 了 
可 延 拓 成 整个 G 上 的 4D- 函 数 . | 
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推论 是 40- 可 去 集 当 且 仅 当 是 4BD- 可 去 集 . 
证 由 0w=0ww 立即 可 得 . ‖ 


11. 复 球面 上 的 48- 可 去 点 集 


定理 15 设 刀 是 一 闭 复 = 球面 和 上 的 一 紧 致 真子 集 . 己 是 
45- 可 去 的 当 且 仅 当 K\BE Ow 

证 与 定理 14 的 证 明 几 乎 完全 相同 . 不 同 之 处 仅 是 以 相应 
的 函数 为 实 部 KNB 上 的 解析 函数 虽然 存在 , 但 未 必 是 4B- 
函数 .为 此 只 要 用 ex 代替 即 可 ,这 是 因为 函数 p 是 有 界 的 ， 从 而 
es 是 4B- 函 数 . 人 

由 定理 14、15 和 定理 1 得 到 : 

推论 ”4B- 可 去 集 必 为 4D- 可 去 集 . 


做 为 上 述 推论 的 特殊 情形 , 第 五 章 31.12 定理 8 已 证 明 线 
性 紧 致 集 是 4B- 可 去 必 导 致 4D- 可 去 . 而 且 该 章 定理 9 及 其 推论 
还 证 明了 : 线性 紧 致 集 是 4B- 可 去 集 当 且 仅 当 该 集 为 零 测 集 ， 于 
是 , 连同 本 节 的 定理 15 即 可 得 


定理 16 设 B 是 复 z- 球 面 K 上 的 解析 曲线 上 的 一 紧 致 子 
集 . 则 下 面 三 个 论述 等 价 : 

(i) 下 是 (Lebesgue) 零 测度 集 . 

(ii) 如是 4B- 可 去 集 . 

(ii) K\BE On. 


12. 有 限 亏 格 开 Riemann 曲面 的 可 去 理想 边界 


设 R 是 有 限 亏 格 g 的 开 Riemann 曲面 , 而 Ro 是 RE 的 一 个 正 
则 子 区 域 , 使 得 RNR。 是 平面 型 的 , 且 Bo 的 相对 边界 m 是 连通 
的 . 不 妨 设 m 是 一 解析 Jordan 曲线 . 于 是 可 将 E\Ro 共 形 映 入 闭 
单位 贺 盘 使 得 m 与 单位 圆周 7 相对 应 , 其 中 V0={z|1z| 过 1}. 
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将 A\oo 在 U 内 的 象 记 为 Go, 而 将 Go 在 U 内 的 内 边界 记 为 B. 于 
是 B 可 看 作 是 R 的 理想 边界 的 实现 . 

若是 X- 可 去 集 , 则 说 R 具 有 X- 可 去 理想 边界 , 或 说 R 具 
有 X- 零 理想 边界 , 其 中 X=HB、HD、4B、4D. 

将 嵌入 天 , 使 得 了 的 边界 圆周 7 之 象 与 Ro 的 边界 oo 之 
对 应 点 相 粘 合 , 所 得 的 曲面 R 是 亏 格 为 9 的 紧 Riemann 曲面 
显然 RCR"，, 而 且 RAR 就 是 UNGco 在 R" 中 的 象 . 为 方便 , 将 U 
中 点 集 与 其 在 R*\Eo 中 的 象 视 为 恒 同 . 


定理 17 设 R 是 具有 有 限 亏 格 9 的 开 Riemann 曲面 , 则 有 
具有 4D- 可 去 理想 边界 当 且 仅 当 RE 0w. 

证 必要 性 显然 . 

充分 性 . 假设 不 具有 4D- 可 去 理想 边界 , 那么 妃 必 含有 无 
限 个 4D- 不 可 去 点 (参看 第 五 章 8 1). 根据 可 去 集 的 定义 ， 只 要 考 
虑 五 是 全 不 连通 紧 致 集 即 可 . 在 VU 内 取 29 十 1 个 闭 包 互 不 相交 的 
单 连通 解析 Jordan 开 区 域 G6， 使 其 与 之 交 &; 都 是 非 空 4D- 不 
可 去 集 , 但 其 边界 aj 不 与 相交 . 置 G;=67 \6、 RI? 二 R*\B;, 则 
G; 是 RB? 的 理想 边界 之 邻 域 , 其 中 R* 是 本 段 开头 所 述 者 ， 

现在 将 G, 沿 边界 a; 作 双 倍 面 6 由 于 ;是 4D- 不 可 去 集 ， 
根据 定理 14, G,E0w， 于 是 根据 定理 2, CESOw. 从 而 GUw 上 
存在 非常 数 4D- 函 数 其 实 部 s,: 二 Ref; 在 单位 圆周 w 上 和 恒 取 值 
0. 类 似 定 理 14 的 证 明 ,运用 算 子 于 区 域 6; 可知 存 在 Rr 上 的 
HD- 函 数 ,使 得 ,一 s, 二 op, 一 s))， 因为 在 a; 上 s; 二 0, 而 在 
上 sj 闫 const.， 故 在 G; 上 pont: 让 本 


7 一 Dcipr 
则 zp 是 R 上 的 HD- 函数 , 而 且 和 是 非常 数 的 除非 所 有 c; 都 为 0， 


j= 二 1,…,2g 十 1. 而且? 对 RN 内 的 任 一 闭 链 的 周期 都 为 0. 设 
六 是 下 上 的 29 个 典型 闭 链 ,k 二 1,…,2g， 其 中 每 个 闭 链 都 不 分 离 
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R. 考虑 方程 
| “dp 一 S| | ap oj=0. (k=1,.,29) 


由 于 (| ep， ，] “nj G= ,2 二 7 线性 独立 , 故 存在 非 
0 解 (oi，,…,cw+1)， 其 对 应 的 函数 zp 在 R 内 的 任 一 闭 链 都 有 周期 
0， 从 而 存在 R 上 的 4D- 函 数 P 以 7 为 实 部 . 即 得 RE0w. 1 

类 似 可 证 : 

定理 18 设 是 具有 有 限 亏 格 g 的 开 Riemann 曲面 具有 
AB- 可 去 理想 边界 当 且 仅 当 RE Ons 

另外 , 由 定理 9 和 定理 12 立即 推 得 : 


定理 19 对 亏 格 有 限 的 Riemann 曲面 而 言 ， 
Oc = Ons = Onp 


§ 3 ”Lindel6f 性 质 * 


1，。 具有 Lindel5f 性 质 的 曲面 类 


定义 1 设 R 是 一 开 Riemann 曲面 . 如 果 对 于 E 的 人 } 一 个 好 
子 域 C, 设 其 边界 为 P, 对 于 任 一 个 定义 在 GUT 上 的 48( 对 应 
地 ,4D、4BD)- 函 数 f(z)，|f(z) | 在 上 恒 等 于 正 值 常数 4 纺 仿 
着 在 G 内 |f(z) | 过 MM 成 立 , 那么 称 R 具 有 (Le) (对 应 地 ,， (Lp)、 
《Leo))- 性 质 . 


定理 1 若 开 Riemann 曲面 具有 (Ls)- 性 质 , 则 RR 上 的 任 一 


x 除 定理 1.2 外 , 本 节 是 作者 的 80 年 代 的 成 果 , 参看 Qiu Shuxi [1,2,4]. 


"294 。 Riemann 曲面 及 其 上 的 位 势 理 论 


半 纯 函数 w 一 f(z) 都 具有 Iversen 性 质 (参看 第 五 章 8 2. 6). 

证 记 D=f(R):={w=f(7)17ER}. 设 复 w- 球 KK 上 的 开 圆 
盘 6G:=={w||w 一 wl 过 p} 的 边界 圆周 ac 与 D 相交 . 又 设 4 是 G 
的 逆 象 广 '(c) 的 任 一 个 连通 分 支 , 其 相对 边界 记 为 > 现在 , 假 
设 mmETC4， 则 函数 pC7) :一 [fp) 一 ze4BC4Uy ,而且 在 
上 plp) 一 小 . 由 于 及 具有 (Le)- 性 质 , 则 在 4 内 | 六 一 [> 


了 矛盾. 于 是 可 得 w€7 了 C4). 由 此 可 见 忆 的 闭 包 万 是 完全 的 ,， 即 整 
个 复 球面 . 

假设 f(z) 不 具有 Iversen 性 质 , 则 存在 一 个 w- 球 上 的 圆 盘 U 
使 得 三 !(0) 有 一 分 支 了 使 得 UNf(G7) 包含 一 连续 统 y. 根据 第 五 
章 8$1 引 理 1, 圆 盘 U 必 包 含 一 个 圆心 在 > 上 的 小 圆 盘 V' ,使 得 
f-'(U' ) 有 一 分 支 是 缺口 半岛 . 与 上 面 证 明 矛 盾 . 从 而 了 (7) 具 
有 lversen 性 质 . 1 


定理 2 RE Ow 当 且 仅 当 RR 具有 (Ls)- 性 质 . 

证 必要 性 . 设 R 不 具有 (Ls)- 性 质 , 则 R 上 存在 一 个 非 紧 
的 好 子 域 4, 其 相对 边界 为 y, 且 4Uy 上 存在 一 个 非常 数 4B- 函 
数 w=f(7) 使 得 在 y 上 有 |f(7) | 二 人 M==const. ,但 存在 一 点 PE4 
使 |f(zD)|>4. 记 N=sup|f(7)1. 显然 ， 复 w 平 面 上 的 开 圆 环 
域 6;={w|{w|M 过 |w| 二 N} 在 4 内 的 逆 象 中 包含 p 的 连通 分 支 
4 是 非 紧 的 , 且 为 R 的 一 个 好 子 域 . 设 其 相对 边界 为 w， 那么 在 
41 内 有 MM 过 |f(7)1 二 N, 而 在 上 有 |f(7)| 二 MM. 

利用 映照 WW 二 p(w) 一 i| 总 十 世 | 可 把 圆周 (wllw| 二 M) 从 
w- 平 面 映 上 W- 平 面 的 虚 轴 线段 !: Re W 二 0, 一 2<Im W<2 ; 同 
时 把 G 映 成 /的 外 部 . 显然 复合 函数 W=p of(7) 是 4Uy, 上 的 
有 界 解析 函数 , 目 在 y, 上 Re p "f(p) 一 0. 于 是 REOww 

充分 性 . 设 RE0ws. 则 R 上 存在 一 个 非 紧 的 好 子 域 4， 其 相 


第 七 章 ”Riemann 曲面 的 分 类 "295 。 


对 边界 为 y, 使 4Uy 上 存在 一 个 非常 数 4B- 函 数 w=f(7) 使 得 其 
实 部 x(p) 在 y 上 取 值 0. 不 妨 设 在 4 内 x(z) 之 0, 否则 取 满足 此 
条 件 的 子 区 域 即 可 . 置 w= ev, 显然 et? 是 4Uy 上 的 非常 数 
全- 函 数 , 但 在 》 上 |ero|=em 一 1 而 在 4 内 ew|=em>1. 
故 甩 不 具有 (Ls)- 性 质 . 充分 性 成 立 .4 

定理 3 若 REOw。，, 则 RR 具有 (Lo)- 性 质 . 

证 设 A 不 具有 (Lo)- 性 质 , 则 8 必 有 一 个 相对 边界 为 的 
非 紧 好 子 域 4， 使 得 4Uy 上 存在 一 个 非常 数 4D- 函 数 w=f(p) 满 
足 条 件 : 在 y 上 有 |f(p)1=M=const. 、 但 存在 一 点 mnE 4 使 得 
|f(p)1 和 M. 显然 , 复 ww 平面 上 的 区 域 6: 二 {wllw|M} 在 4 
内 的 逆 象 中 必 有 一 非 紧 连 通 分 支 4 包含 ph. 将 4 的 相对 边界 记 
为 mn， 注意 4 是 8 的 一 个 好 子 域 , 而 且 在 4 内 |f(7)|>>M, 在 
ww. 上 17)1=M. 

取 映 照 二 p(w) 一 i[ 切 十 于]. 显然 复合 函数 WW=p of(7) 是 
4Uym 上 的 解析 函数 , 且 在 上 Re pf(7) 二 0 

由 于 (=i| 二 一 号 | 在 6 内 是 有 界 的 , 车 用 * 一 zi 表 
示 ? 的 局 部 坐标 , 则 

[egy pa 一 | PH lavay < const D0f] <+ oo. 
故 woj 是 4iUn 上 的 非常 数 4D- 函 数 . 则 REOw 上 


推论 若 有 具有 (Le)- 性 质 , 则 必 有 (Lo)- 性 质 . 

证 因 R 具 有 (Ls)- 性 质 , 则 根据 定理 2 有 RE Owe 根据 8 2 定 
理 2 的 推论 , REOw. 再 根据 定理 3, R 具 有 (Lo)- 性 质 ， 1 

定理 4 RE Ow 当 且 仅 当 R 具 有 (Leo)- 性 质 . 

证 必要 性 的 证 明 与 定理 2、 定理 3 相似 . 

充分 性 . 设 REOso, 则 R 上 存在 一 个 非 紧 的 好 子 域 4, 其 相 
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对 边界 为 y, 使 4Uy 上 存在 一 个 非常 数 4BD- 函 数 w=f(p) 使 得 
其 实 部 ulp) 在 y 上 取 值 0. 不妨 设 在 4 内 x(p) 之 0， 否 则 取 满 足 
此 条 件 的 子 区域 即 可 . 若 用 z=z 十 iy 表示 ? 的 局 部 坐标 , 则 


DsLe!]: = | 也 | dzdy < const. D, [Lf] <+ co. 


于 是 ew 是 4Uy 上 的 非常 数 4BD- 函 数 , 但 在 > 上 le”|=1, 而 
在 4 内 le"m|=e"”>1. 故 R 不 具有 (Leo)- 性 质 . 1 


定理 5 若 开 Riemann 曲面 R 具有 (Lo)- 性 质 (对 应 地 ， 
《Lep)- 性 质 ), 则 RE Ow (对 应 地 ，Ouo ). 

证 若 REOw (对 应 地 , 0wwo), 则 R 上 存在 一 个 非常 数 4D- 
(对 应 地 ，4BD-) 函 数 w=f(7). 任 取 一 点 ppEfC(R), 只 要 e>0 足 
够 小 , 区 域 0; 二 {w||w 一 f(po) | 之 ze} 的 逆 象 必 存 在 非 紧 连通 分 
支 . 取 其 一 记 为 4, 其 相对 边 记 为 y, 令 F(p) 二 f(p) 一 f(po), 则 在 
”上 |F(p)|=s, 而 在 4 内 有 |F(z)|>* 显然 4 是 R 的 好 子 域 ， 
而 是 4Uy 上 的 非常 数 4D-( 对 应 地 ，4BD-) 函 数 . 故 R 不 具有 
《Lp)- 性 质 (对 应 地 ，(Leo)- 性 质 ，1 


推论 。 Ow%pCOw， Osao CO 


引 理 1 设 w=f(p) 是 开 Riemann 曲面 RE Owwo 上 的 一 个 非 
常数 半 纯 函数 , 2 是 它 所 产生 的 盖 在 复 球面 上 的 Riemann 曲面 . 
则 对 于 任意 的 复数 wo (有 限 或 无 限 ) 和 正 数 p, 9 盖 在 圆 盘 

G: 一 tollz 一 加 二) 
( 当 wo = oo 时 考虑 做 {w||1/w| 过 o} ) 
上 的 任意 一 个 缺口 半岛 都 是 无 限 叶 的 . 

证 设 和 是 覆盖 在 G 上 的 一 个 缺口 半岛 , 于 是 存在 两 个 正 
数 n> 和 复数 w 关 oo 使 得 圆 盘 G0: 二 {w| |w 一 w |<n} 包含 在 6 
之 中 , 同时 % 不 覆盖 圆 片 cy :二 {ww 一 w |<z) 上 任 一 点 而 至 
少 覆 盖 Ge 的 一 点 9 于 是 Go 上 必 有 一 个 缺口 半岛 Bo,C% 满足 上 
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述 条 件 . 设 四 的 逆 象 为 4， 其 相对 边界 > 置 
pw) -Fy PEAUy. 
则 由 所 设 必 有 1/71pC7) | 二 1/e 且 w(z) 是 解析 函数 ,同时 有 
pip]: = | Tr rT dry < DY/e', 


其 中 z=z 十 iy 为 ? 的 局 部 坐标 . 
如 果 @ 是 有 限 叶 的 , 则 wm, 也 必 是 有 限 叶 的 . 但 显然 me, 的 
投影 在 圆 片 ce 内, 则 
Di[ 门 乏 const' mr 一 co， 
从 而 P[ 由 一 oo. 故 9 是 4Uy 上 的 非常 数 4BD- 函 数 ， 显然 , 在 ? 
上 lgw(z)|=1/, 但 4 内 有 |p(P) 1 之 1/n. 故 有 不 具有 (Leo)- 性 
质 . 据 定理 4， GE ORgm 了 矛盾. 1 


定理 6 设 w=f(p) 是 REOww 上 的 非常 数 单 值 半 纯 函数 ， 
若 它 所 产生 的 盖 在 复 平面 上 的 Riemann 曲面 $ 是 有 限 叶 的 , 则 了 
具有 Iversen 性 质 . 

证 设 D 是 5 在 w 复 球面 K 上 的 投影 . 假设 了 不 具有 
Iversen 性 质 , 则 K 上 存在 与 D 相交 的 圆 片 0 : =0Cwo,p) 使 得 
广 !(G' ) 中 有 一 连通 分 支 4， 其 投影 关于 G' 的 余 集 C \f(4 ) 包 
含 一 连续 统 y. 根据 第 四 章 8$ 1 引 理 2, 存在 点 y 的 一 边界 w 和 
两 个 正 数 6 过 p( 过 p ) 使 得 六 'tu|lw 一 由 |<p}) 中 有 一 连通 分 支 
4 的 投影 f(4) 覆盖 不 到 co: = 人 w|1w 一 wo| 过 6) 上 任何 点 , 则 多 
是 G 上 一 个 缺口 半岛 , 据 引 理 1, 必 为 无 限 叶 . 矛盾 .人 


定理 7 设 RR 是 一 开 Riemann 曲面 . 则 下 列 各 论点 等 价 : 
Ci) REOwos 

(ii) RE ORso ; 

(iii) R 具有 (Lo)- 性 质 ; 

(Civ) R 具有 (Lso)- 性 质 ; 
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(Y) 对 于 RR 的 任 一 好 子 域 4, 设 其 边界 为 y, 对 于 任 一 非常 数 
w 二 f(z)E€ M(4Uy), 对 于 任 一 复 w- 球 面 S$ 上 的 圆 盘 6G, 如 果 条 件 
f(y) 则 NG=B 和 f(4) 几 6G 关 多 成立 , 那么 了 限制 在 4 上 所 产生 的 
Riemann 曲面 入 盖 在 G 上 的 每 一 个 (如 果 存在 ) 缺 口 半岛 的 球面 
面积 都 是 无 限 的 . 

证 〈Ds(ibD 见 82 定 理 2 的 推论 (ii) 一 (iv) 见 定理 4， 显 
然 (iii) 一 (iv)， 而 由 定理 3 得 (i) 一 Gii)， 只 要 再 证 (i) 与 (iv). 

(v) 一 (D)， 设 REOwso 根据 定理 4, R 不 具有 (Leo)- 性 质 ， 
即 存在 R 的 一 个 好 子 域 4, 其 边界 为 y, 使 得 4Uy 上 有 一 非常 数 
4BD- 函 数 f(7) 满足 : (1) 在 y 上 |f(p)|==M=const，; (2) 存在 
一 点 mE4 使 得 |f(p1)| 汪 M. 由 于 f(y) 有 界 , 因此 

M < suplf(7) |: =M' <o. 

显然 存在 点 ww€fC4) 使 得 |wo| 二 M'. 设 G 是 以 ww 为 心 以 
(M' 一 M)/2 为 半径 的 圆 盘 , 则 Gf(4) 关 @B,， 且 GNf(7)= 儿 
由 了 限制 在 4 上 所 产生 的 Riemann 曲面 覆盖 在 圆 盘 G 上 的 部 分 

至 少 有 一 连通 分 支 $B 是 缺口 半岛 . 但 了 是 4BD- 函 数 , 因此 5 的 

面积 有 限 , 故 球面 面积 亦 有 限 , 与 已 知 条 件 矛盾 . 

(一 (v). 设 R 上 存在 一 个 好 子 域 4, 其 边界 为 y, 而 且 4Uy 
上 有 一 非常 数 半 纯 函数 w=f(7), 使 得 对 w- 平 面 的 某 个 圆 盘 G， 
由 于 了 限制 在 4 上 所 产生 的 Riemann 曲面 11 覆盖 在 上 的 部 分 
有 一 缺口 半岛 mw 具有 有 限 球面 面积 , 故 存在 一 点 wwEGN{co) 和 
两 个 足够 小 的 正 数 :二 7, 使 得 以 zw 为 心 分 别 以 。 和 7 为 半径 的 
同心 圆 盘 G. 和 G, 满足 条 件 : G61 门 f(4) 关 B 和 GNf(4)==B. 因 
为 coEc,, 所 以 石材 盖 在 G, 上 的 部 分 有 一 缺口 半岛 Bo, 具有 有 
限 球面 面积 . 将 ge, 关于 了 在 4 上 的 递 象 记 为 4,, 其 边界 为 mw 
显然 4 是 E 的 非 紧 好 子 域 . 置 


g(7) 一 PEhU yr 


1 
fp) 一 zi” 
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则 /nl WEI/e, rEdUYy,; (1) 
gp)=1/n PEY,, (2) 

而 且 至 少 存在 一 点 pp€ 4 使 得 
lg(p)| > 1/e. (3) 


另 一 方面 , 9 是 4, 上 的 4D- 函 数 . 事实 上 ， 
D,: -| "2 
和 3 1/C2) 一 wol 
去 二 | | C2) [rdzd 
< |], y 
[1 十 G+ jb | 六 (21 
< 2 | 4 DT 0 
<[+t lel Tr 
<D+ 0 lwp] <+ oo, 


其 中 z=z 十 iy 为 p 的 局 部 座 标 . 由 (1)、《2)、(3) 和 (4) 得 知 RE 不 
具 (Lao)- 性 质 ， 故 REOeun. 1 


2， 关于 Oo 类 曲面 的 修正 Stoilow 原理 及 其 逆 


引 理 2 设 REow, 9 是 R 的 一 个 非 紧 好 子 域 , 其 边界 为 a 
而 w=f(p) 是 98Ua 上 的 一 个 非常 数 半 纯 函数 . 又 设 C 是 复 性 平 
面 上 满足 条 件 Gf(9) 了 GB 和 6G 站 f(a)= 的 单 连通 区 域 .如 
果 广 "(0):={p1f(y)EG} 有 一 个 分 支 4 使 得 GMC4) 不 是 4D- 可 
去 的 , 那么 


dzdy 


sup Wy) 一 十 co， 
其 中 ww, 是 价 函数 , 而 了 ,是 了 在 4 上 的 限制 . 
证 设 B=GNV(4). 将 G 和 Ff(4) 的 公共 边界 记 为 o. 现在 将 
f(4) 沿 o 的 双 倍 记 为 Pi, 由 于 不 是 4D- 可 去 , 故 FJE0w 所 
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以 fC4)ESOw 于 是 f(4) 上 存在 非常 数 4D- 函 数 w(w)， 其 实 部 
在 上 取 值 0 显然 4 是 R 的 非 紧 好 子 域 , 记 其 边界 为 x 又 复 
合 函 数 w*f(z) 是 4Uy 上 的 解析 函数 ,其 实 部 在 ”上 取 值 0 如 
果 

R= sup nl Cw) < 二 + co， 
那么 Di[o of]<<n DeLp]<< 十 oo. 于 是 REOwo 牙 盾 说 明 


sup mn,(w) 一 十 co | 


定理 8 设 REOw，, 而 吕 是 R 的 一 个 非 紧 好 子 域 , 其 边界 a 
为 紧 致 的 . 若 w=f(z) 是 9Ua 上 的 一 个 非常 数 单 值 半 纯 函数 ， 
则 了 关于 9 的 理想 边界 6 的 大 范围 聚 值 集 Co(f,p) 是 4D- 可 去 
的 充分 必要 条 件 为 

sup m(w) <+ co. 

证 充分 性 . 设 Co(f,p) 不 是 4D- 可 去 的 . 记 4 为 Co(f,p) 
中 的 4D- 不 可 去 点 全 体 . 于 是 , 根据 第 五 章 $1.3 定理 3, 4 是 非 
空 已 密集 . 现在 取 一 点 ww€ 4 和 wo 的 一 个 足够 小 解析 Jordan 邻 
域 V。 使 7'(Uo) 必 有 一 非 紧 分 支 不 与 a 相交, 且 其 关于 相对 
理想 边界 的 大 范围 聚 值 集 C,,(f|,,) 是 非 4D- 可 去 的 . 根据 第 五 章 
8 2. 5 定理 2, 存在 一 解析 Jordan 邻 域 VCUo 使 得 六 "UV) 有 一 非 
紧 分 支 4Cd 满足 条 件 

nw) 三 const. 过 十 co， 

且 UNC4) 是 非 4D- 可 去 的 . 与 引 理 2 矛盾 . 

必要 性 . 若 Colf,B) 是 如 -可 去 的 , 则 了 具有 Iversen 性 质 ， 
根据 Stoilow 原理 ， 

sup ww) < 十 co 1 
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3， 0 类 曲面 的 本 性 极 大 性 


讨论 0w 类 曲面 的 本 性 极 大 性 的 意义 在 于 存在 着 非 本 性 极 
大 的 0w 类 曲面 (参看 Jurchescu,M [2]). 

定理 9 设 REOwo (对 应 地 ，RE Oss)， 则 

(i) ”8 是 本 性 极 大 ; 

(ii) 车 w=gp(p) 是 将 R (一 对 一 ) 映 入 某 一 Riemann 曲面 及 
的 共 形 映照 , 则 锥 w(R) 是 4D-( 对 应 地 ，4B-) 可 去 的 ; 

(iii) R 的 任意 两 个 极 大 延 拓 都 是 共 形 等 价 的 . 

证 由 于 OesCOwo, 故 只 需 证 4D- 可 去 的 情形 . 

(iD 设 w=g(7) 将 R 映 入 某 一 极 大 Riemann 曲面 下， 不 妨 设 
及 覆盖 在 复 w- 球 K 上 . 又 假设 iw(R) 包含 一 连续 统 ， 则 p(R) 
关于 无 的 边界 必 包 含 一 连续 统 > 根据 第 五 章 $ 1. 2 引 理 2, 存在 
一 点 inEy 和 wo 的 足够 小 解析 Jordan 邻 域 0 使 得 U 包含 wo 的 参 
数 邻 域 中 、p-'(U) 必 有 一 非 紧 分 支 4 不 与 a 相交 上 且 VU\p(4) 包含 
一 连续 统 .与 定理 6.7 矛盾 ， 

(ii) 沿用 (的 记号 , 而 曲面 及 可 以 不 是 极 大 的 , 而 且 由 (i) 
得 知 gp(R) 是 全 不 连通 的 . 对 每 一 点 wo€ gp(8), 再 次 根据 第 
五 章 $ 1.2 引 理 2, 存在 wo 的 足够 小 解析 Jordan 邻 域 0 使 其 包含 
wo 的 参数 邻 域 中 、 的 边界 2 不 与 RNw(R) 相交 于 是 由 定理 8 
可 得 Un (A\g(R)) 是 4D- 可 去 的 . 从 而 gp(R) 是 4D- 可 去 的 . 

Giii) 设 琅 和 Br 是 好 的 任意 两 个 极 大 延 拓 , 而 ”和 9 分 别 
是 将 R 共 形 映 入 它们 的 共 形 映 照 .与 (ii) 的 证 明 中 类 似 , 取 下 上 
的 点 w 及 其 邻 域 V. 显然 , w "wo -将 wmnw(R) 共 形 映 成 部 的 子 
区 域 V. 记 了 为 7 关于 PB 的 闭 包 . 注意 到 ,了 在 RW 上 的 相对 边 
界 由 两 部 分 组 成 : 其 一 为 了 关于 w (R) 的 边界 "， 它 是 一 条 解 
析 Jordan 曲线 ; 其 二 为 PVUo' ,根据 (ii), 它 是 4D- 可 去 集 . 由 
此 可 见 p。w -: 可 以 共 形 延 拓 到 了 上 而 成 为 了 与 0 的 同上 是 映照 ， 
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因为 及 和 Rr 都 是 极 大 的 . 最 后 让 点 wo 取 遍 六 gp(R) 并 重复 上 述 
过 程 即 完成 证 明 . | 


推论 设 REOww( 对 应 地 , REOws), 9 是 RR 的 一 个 非 紧 好 子 
域 , 其 边界 a 为 紧 致 的 则 

(i) ”98Ua 是 本 性 极 大 ; 

(ii) 若 mp 是 将 8Ua (一 对 一 ) 映 入 某 一 Riemann 曲面 Ua 
的 共 形 映照 , 则 5\qgp(8) 是 4D-( 对 应 地 ，4B-) 可 去 的 ; 

(iii) 98Ua 的 任意 两 个 极 大 延 拓 都 是 共 形 等 价 的 . 


§4 开 Riemann 曲面 分 类 的 几 种 判别 法 


本 节 将 通过 判别 0w 类 曲面 来 介绍 开 Riemann 曲面 分 类 的 几 种 判 
别 法 . 


1， 单 叶 0w 类 区 域 上 的 半 纯 函数 


定理 1 设 GE0w 是 复 =- 球面 的 单 叶 区 域 . 车 f(z) 是 G 上 
的 单 值 单 叶 半 纯 函数 ， 则 
az 十 b 


f(2) 一 cz+d 


证 不 妨 设 coEc, 故 G 的 边界 是 有 界 闭 集 . 设 f(z) 在 
点 mEG 为 正则 , 则 下 面 的 函数 在 点 aa 也 正则 ; 
1 
”了 (z) 一 f(zo) 也 (zo)(z 一 20) 
所 以 plz) 在 G 内 也 是 正则 的 . 于 是 , 容易 看 出 w(z) 在 G 内 的 
Dirichlet 积分 是 有 限 的 , 所 以 根据 GE€ 0w 的 假设 p(z) 志 const. ， 
因此 f(z) 是 的 线性 函数 . 1 


gp(2) 
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2 模 度 判别 法 


考虑 开 Riemann 曲面 R 上 一 相对 紧 子 区 域 B, 其 边界 98 由 
有 限 (mn 之 2) 条 Jordan 曲线 组 成 . 现 将 98 的 曲线 分 成 两 组 a 和 
有 . 设 X 是 互 上 的 调和 函数 , 并 使 得 

X|。 一 0， Xl|s = log 4, (1) 
其 中 p>1 是 使 


.= 2 (2) 
成 立 的 常数 ， 而 《2) 中 积分 理解 为 tm |，，dx ， 数 “关于 区 域 


三 元 构 形 (Ba,p) 是 共 形 不 变量 , 称 其 为 (B,a,p) 的 模 度 , 并 记 为 
mod(B,a,p)， 类 似 地 称 log 4 为 构 形 〈B,a,B) 的 对 数 模 度 ， 并 记 
为 log mod(E,a,pP). 

另外 , 称 x 为 (B,a,p) 的 模 度 函数 . 

设 w=w(6) 是 8 关于 台 的 调和 测度 , 即 w(6) 是 上 的 调和 
函数 ,而 且 w|,=0, w|s==1. 根据 Stokes 定理 


| = 全 ( 填 二 ( 守 ]aw = 
因此 


log /一 pe (1°) 

模 度 的 几何 意义 较为 直观 , 这 里 不 加 证 明 而 给 出 简单 叙述 . 

设 是 模 度 函 数 x 的 (多 值 ) 共 轿 调 和 函数 . 考虑 马上 解析 函数 

& = ext 

其 模 || 为 单 值 如 果 已 是 二 连通 平面 型 区 域 , 那么 5 将 其 共 形 
映 上 一 圆 环 , 使 该 圆 环 的 内 外 半径 分 别 为 1 和 x, 即 内 外 半径 之 
比 为 x ; 如 果 8 是 平面 型 区 域 , 而 8 由 不 止 一 条 Jordan 曲线 组 
成 , 比如 说 P 和 ps, 那么 可 以 沿 着 连接 Pi 与 po 的 菜 一 弧 yw 将 如 
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割 开 , 使 得 在 ys 上 (从 局 部 考虑 ) y 为 常数 . 于 是 函数 6 将 所 得 到 
的 二 连通 区 域 共 形 映 上 一 含有 射线 裂 颖 的 圆 环 , 使 该 圆 环 的 内 外 
半径 分 别 为 1 和 4 ; 接着 考虑 B 的 边界 由 a 和 6 组 成 , 但 的 
亏 格 为 1. 那么 可 以 沿 着 上 的 一 Jordan 曲线 5 将 市 开 而 使 得 
E\6 成 为 平面 型 二 连通 区 域 , 并 使 得 在 ys 上 《〈 从 局 部 考虑 ) % 为 
常数 . 于 是 函数 6 将 所 得 到 的 区 域 共 形 映 上 一 含有 射线 裂缝 的 且 
内 外 半径 分 别 为 1 入 的 圆 环 ; 一 般 情形 可 参照 上 述 方法 ,使 得 
函数 上 可 将 经 割裂 而 得 到 的 平面 型 二 连通 区 域 共 形 映 上 一 含 
有 射线 裂 颖 的 内 外 半径 分 别 为 1 入 的 圆 环 . 

如 果 有 限 个 构 形 《( 忆 ,wy )-, 为 二 二 不 交 , 且 “mp 一 好 


(Gi 关 )， 置 8 一 UB, a=Uw, p=UUp, 那么 , 类 似 地 可 以 定义 
(8,a,8) 的 模 度 mod(B,a,P) 、 模 度 函数 x 及 调和 测度 w(5)， 显 然 
调和 测度 w(6) 不 仅 满足 式 (1")， 而 且 它 在 马上 的 限制 ws 仍然 
是 局 关于 加 MN. 因此 可 得 


log i ap) -这 log or 人 


引 理 1 设 v 是 下 内 有 限 条 互 不 相交 Jordan 曲线 组 成 之 族 ， 
它 分 离 和 8 、 并 将 分 成 两 个 开 集 后 和 oF、 交代 aCBE' 
和 pCag. 则 

mod(B,a,p) > mod(B!',a,0o) » mod(B’,0,p). (3°) 

此 式 称 为 模 度 不 等 式 ， 

证 设 w' 是 o 关 于 的 调和 测度 , ww 是 8 关于 怀 的 调和 
测度 ， 对 于 数 XE (0,1), 在 互 上 定义 函数 

当 zEoauUBUc， 


zol 
WR = —»(w+7e), BerUFUE 
根据 Green 公式 ,DsCw) 二 Ds《w) 十 Ds《w 一 ww)， 因 此 
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DeCw) < DeCw) = 22Da(oD) + (1 — A Dew). 
将 mh=De(z)(Da(GoD 十 (1 一 22De(Go)) 一 代入 上 式 得 


十 


1 1 1 

DD) > Darl + Daw 
再 由 (1') 式 可 推出 模 度 不 等 式 . 1 

注 当 且 仅 当 w=wh 时 模 度 不 等 式 中 的 等 号 成 立 . 而 当 媚 
是 同心 圆 环 时 , w==w 蕴含 o 是 同心 圆周 . 

设 (j2, 是 开 Riemann 曲面 R 的 一 穷尽 ， 则 开 集 尺 + 由 
有 限 个 相对 紧 区 域 及 组 成 . 现 分 别 将 Bi 在 尺 和 及 + 之 边界 上 
的 那 部 分 围 道 记 为 ai 和 ps, 设 iw 是 (Bs， aw， Pi) 的 模 度 ， 并 记 

kh = MIN Hi 


么 称 为 及 +N 瓦 的 模 度 . 


定理 2 设 R 是 一 开 Riemann 曲面 . 如 果 存在 R 的 一 穷尽 列 
{R) 守 1 使 得 


— 


[Tw= =， (1) 
一 


那么 RE Ow 


注 事实 上 , 式 (1) 成 立 是 开 Riemann 曲面 RE Ow 的 一 充 
分 条 件 . 

证 设 f(z) 是 R 上 的 任 一 个 非常 数 单 值 解析 函数 ,其实 部 
Ref 记 为 w 下 面 证 明 D[ 凡 ==2D[u]=oo. 设 各 是 (EBs, om, ps) 
的 模 度 函 数 , 并 设 办 是 Xi 在 R 上 的 (多重 ) 共 固 调和 函数 . 对 实 
数 0<aA<logw, 设 RC(n,X) 是 以 等 位 线 ys:%s 二 4 为 边界 的 的 
相对 紧 区 域 . 显然 RCR(n, 和 )CA+1, 根据 Green 公式 

Dra,» lu] = [i Rd “ds = 3 | (u — WwW) “du, 


其 中 是 4 在 yw 的 任 一 固定 点 处 的 值 .由 于 在 yx 上 有 
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< 


yu2 
过 (2 | |grad ul|? “a 
a 


| 里 “du| = | 这 | “dX < [可 台 | | 


起 | 2r [ |grad zj|? “| 
故 可 得 
| (uO— uw) "du 
因此 


<| | |grad u|? “dX. 
Vata Yu 


Daw Lu] < 2n | lgrad az “dx, = 2 BDacw[u], 
从 而 
[LR 
回顾 RCRGn,0)CR(Gn,log po) CR 可 知 
nS (Dns ld/ Dal])™. 
最 后 得 
Do] = lim Da [Lu] > Dr Lu] lm 人 JIM 2 一 co 1 
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3， 共 形 度量 判别 法 


设 A(z) 是 一 个 严格 正 的 连续 函数 , 若 
ds 一 2(z) |dz| 
关于 开 Riemann 曲面 R 的 局 部 参数 z 是 不 变 的, 则 称 ds 是 上 
的 共 形 度量 . 对 R 上 的 两 点 aa， 定义 它们 在 及 上 的 距离 为 


s(z1,22) = inf | ds， 
y 


其 中 下 确 界 是 由 y 取 遍 连 接 a 和 有 的 可 求 长 曲线 而 得 . 如 果 zE 
R, 而 点 列 (a)>, 不 聚集 于 8 的 任 一 点 , 那么 约定 

lim 5S(z,%) = co 
同时 说 点 = 与 理想 边界 的 距离 为 无 限 的 . 固定 一 点 zxER 对 p> 
0, 置 P(p)={zlzER,s(zoz 一 站 若 p 足 够 小 , 则 PCo) 必 由 单 
个 曲线 组 成 ， 随 着 p 的 增加 , TCp) 一 般 会 在 某 个 mw 断 成 两 条 或 更 
多 条 曲线 . 随 着 p 的 连续 增加 ， 可 能 发 生 新 的 组 合 . 如 果 R 是 正 
亏 格 的 , 那么 曲线 也 会 在 p 的 值 某 个 值 时 发 生 粘 接 . 设 

p< <p 《二 
是 使 P(p) 的 分 支 发 生 组 合 或 粘 接 的 p 之 值 . 

对 度量 再 加 一 条 件 : 即 (1) 中 之 值 无 聚 值 ， 如 果 数 列 (1) 为 有 

限 项 , 那么 在 它们 后 面 加 进 一 无 限 列 使 所 得 列 趋 于 无 穷 . 


定理 3 设 4(p) 是 度量 ds 下 T(p) 的 曲线 之 最 长 者 , 如果 


上 访 == “>o0 (2) 
那么 RE Os. 

注 从 下 面 证 明和 定理 2 的 附注 可 知 , 积分 (2) 的 发 散 也 是 
开 Riemann 曲面 RE 0ww 的 一 充分 条 件 . 

证 对 (1) 中 的 每 个 p, 设 R={z|zER,s(zo,z) 达 p.}， 则 
{R;2 是 下 的 一 穷尽 列 ,， 并 使 得 3R. 二 TCP). 记 为 Rti\R 极 
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小 模 度 . 暂时 固定 a. 设 是 Rti\E 的 那个 取 极 小 模 度 < 的 分 
支 , 并 置 a 二 (3R) 站 (386), B= 二 (3R.+1) 门 (38). 由 于 (PNE 的 
长 度 LCp) 有 上 界 4(p), 故 
As d wd 
六 是 < 太夫 
设 w=w(z) 是 8 关于 5 的 调和 测度 , 而 w* 是 其 (多 值 ) 共 和 调 
和 函数 , 将 B 沿 适当 曲线 割 开 , 使 得 在 ”上 (从 局 部 考虑 ) w* 
为 常数 ,比如 为 0, 且 使 得 函数 W=w 十 iw* 将 割裂 过 的 共 形 映 
上 WwW- 平面 的 矩形 7:0<w<1,0<w* <2n/log pu. 于 是 TC(PNBE 
在 7 中 的 欧 氏 长 度 不 小 于 2"/iog 4 : 
2n dw 
log mn ~ J 时 | lazl. 
根据 Schwarz 引 理 ,， 有 
dw|?ldz 


2; 2 
| S| dz| 4 | alazl 
用 4(p) 表示 矩形 7 位 于 T(p) 门 8 的 象 之 左 侧 的 部 分 的 面 


积 由 于 
3 | fw 


| dw 
Man 


dz 
故 可 得 。 | 已 忆 ) 二 豆 Km ，。 由 此 可 见 


es 
» Lp ~\ 2 
由 n=1 至 co 取 和 可 得 
0 
上 zp < ae 和 
根据 定理 2, RE0w. 外 


炎 |， 


1 
人 "dA 一 2o8 Pe 


第 七 章 ”Riemann 曲面 的 分 类 "309 。 


4. 正则 链 判 别 法 
设 (有 R}5, 是 开 曲 Riemann 面 R 的 一 穷尽 列 , 使 得 BR 的 边界 


由 有 限 条 解析 Jordan 曲线 组 成 用 一 口 帮 。 车 存在 与 .i 无 关 
的 常数 N>>0 和 d (0<d<1) 使 满足 下 面条 件 : 

(0) 被 其 上 4: = 个 点 (j= 二 1,2,…,/) 之 参数 邻 域 Us 
所 覆盖 ， 其 中 Us 与 Quo 相交 , 而 Us 一 惧 、 

GiD 着 记 6.= UVw， 则 6 的 任 一 点 最 多 属于 Uw) 中 的 Y 
个 , 且 G6 是 二 二 不 交 的 . 置 6 二 UG 

(ii) 对 于 任意 两 个 相交 的 参数 邻 域 Us 和 Us， 设 其 对 应 的 参 
数 圆 分 别 为 {z| || 过 1} 和 {z| |z| 过 1}, 存在 点 zxEuuw 们 UVu 使 得 
其 象 与 {z| ||=1) 和 {z||a|= 二 1) 的 距离 都 大 于 d, 则 称 {C.j， 
是 {TL} 的 一 个 正则 覆盖 ，{G) 称 为 正则 链 族 . 而 Y 和 4 则 分 
别称 为 覆盖 数 和 覆盖 常数 

定理 4 设 { 肪 ) 汪 ,是 曲面 R 的 一 穷尽 列 , 而 了 是 及 的 边 
界 . 若 存在 {T,) 的 一 个 正则 覆盖 链 族 {C.} 使 得 


SE 
/= 
那么 REOw，, 其 中 力 一 max 如， 


证 设 c 是 链 族 (Gs) 中 的 一 个 链 , 记 其 中 的 参数 邻 域 ;的 
个 数 为 /又 设 共 形 映照 W 将 6 映 上 边界 为 两 个 同心 圆周 圆 环 域 
4， 并 设 两 圆周 的 半径 之 差 为 1 如 果 记 内 圆周 半径 为 >,， 则 4 的 
模 度 , 即 G 的 模 度 为 : 


X= 


ee 
~, 了 


下 面 将 借助 于 ! 来 估计 7. 对 于 6 中 的 任意 两 个 相交 的 参数 


。310 。 Riemann 曲面 及 其 上 的 位 势 理 论 


邻 域 VU; 和 U0., 选取 点 才 = 如 EVV 使 得 它们 分 别 与 W,、aU 的 
距离 都 大 于 d. 设 刀 是 Uj; 的 中 心 , 且 以 =z 十 iy; 为 其 局 部 参数 
记 (z5) 为 连接 丸和 必 的 线段 . 显然 由 此 而 得 到 的 链 G 中 之 网 
线 "一 唱 C39) 在 4 中 之 象 的 长 度 工 2 


mr<r< Dl 了 


设 4 是 U, 在 4 中 之 象 的 面积 . 人 94)， 并 设 4 是 以 6 为 心 ， 
以 d 为 半径 的 U; 中 的 图 片 ， 由 |aw/dz,|? 在 4 中 的 下 调和 性 可 
得 


asl. 


,| 党 dzay < 全 分 


由 于 对 于 每 个 j， 这 为) 的 个 数 不 超 过 NN， 又 由 于 (3) 的 长 度 小 
于 1, 于 是 有 

NA 
a 


根据 Schwarz 不 等 式 。 4rd? 之 N21 之 4 由 (), 显然 


2rr < 


>< N[r(1 二 7? 一 mr?] 一 zy(r 十 引 ， 
置 一 2 可 得 
工 + 赤 >e. 
设 各 是 Gu 之 模 度 的 最 小 者 , 并 由 Gs 取得. 又 设 凡 = 心 ， 而 7 是 
前 面 所 述 的 内 半径 . 由 全 
pa 1 se 


得 了 Lo a i es 又 由 于 ee 则 有 
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[i= 
现在 取 R 的 一 个 穷尽 列 {RY } 全 ,1, 使 得 398%-, 和 9R% 分 别 由 
UG 的 “内 ”和 “外 ” 围 道 组 成 . 则 其 对 应 的 模 度 乘积 Lm 以 


了 去 作 为 其 子 乘积 . 因此 可 得 RE0w， 1 

下 面 是 关于 0 曲面 的 一 个 正则 链 判别 

定理 5 设 存在 (7,) 的 一 正则 覆盖 (0,), 其 中 {6.) 最 多 交 
间 加 次 . 记 4(n) 为 6. 中 参数 邻 域 的 个 数 , 若 


< | 
Des i 
则 RE O6. 


证 对 正 整 数 k, 可 取 足 够 大 的 n> 使 得 GLCA.. 设 %(z) 是 

到 关于 RNas 的 调和 测度 , 记 其 共 e 调 和 函数 为 (z)， 置 
w(z) = (2) + (2). 

设 ;==0(z)) (j==1,2,…,4(v)) 是 组 成 G.(1<v<k) 的 参数 
邻 域 , 而 到 是 上 面 所 定义 的 C. 中 的 曲线 族 . 现在 , 将 U, 共 形 映 上 
{| 过 1) 使 得 5 对 应 于 (一 0. 设 四 (2 一 w(GO〈1<1》 和 

一 la OT. 
则 在 {4|1t|=d} 上 的 某 点 有 lw Co)| 一 和 由 于 |v (D1 是 下 
调和 的 ,而 Dirichlet 在 共 形 映照 下 是 不 变 的 , 则 
nC1 — dg < fe ,to 十 reo)|zdrdg < Dy [uw]. 
又 由 于 G, 的 任 一 点 最 多 被 {U) 中 的 m 个 所 覆盖 , 则 
n(1C— 3 < mDs,Lw.]. (3) 


显然 及 和 二 . 围 区 域 是 忆 紧 子 曲面 , 故 
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D. 二 六 wm[oj] = | Ras = da = 上 do 


<|. laa| < | jw Old<22m， 


据 Schwarz 不 等 式 和 式 (3) ， 


Re 4mACv) De 
D2 < 44(v) Dj < sled), 
Pe n(1—d) 


因此 “六 RT 和 7 之 PLSJ。 又 由 于 {04) 最 多 交 
枉 为 次 , 从 而 Dafa] < %D， 所 以 


由 已 芭 ) = 可 得 limD. 一 0. 据 §1 定 更 2, Reo 1 


5， 作为 复 球面 覆盖 面 时 的 判别 


设 记 是 R 的 非 分 歧 覆 盖 面 , 并 使 得 有 覆盖 R 每 点 最 多 Y 
次 , 则 称 及 是 R 的 《有限 )Y- 阶 非 分 支 相 盖 面 ， 若 R 满足 定理 4 
或 5 的 条 件 , 则 有 也 满足 同样 条 件 , 故 有 


定理 6 ”有 满足 定理 4( 对 应 地 , 定理 5) 的 条 件 , 而 是 RE 
的 (有限 ) N- 阶 非 分 支 覆 盖 面 , 则 及 EOw( 对 应 地 , RR €00). 
下 面 用 大 范围 聚 值 来 判别 . 


定理 7 设 R 是 一 开 Riemann 曲面 , 若 其 上 存在 一 非常 数 单 
值 半 纯 函 数 w 一 f(z) 使 其 大 范围 聚 值 集 Ca(f) 是 AD- 可 去 的 , 则 
RE Oa 

证 把 w=f(z) 所 产生 的 盖 在 复 w 球 面 K 上 的 Riemann 面 
记 作 @, 而 了 做 为 有 眉 到 6 的 共 形 映照 记 为 了 因为 了 具有 Iversen 
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性 质 , 根据 Stoilow 原理 , 除 Cx(f) 外 球 K 上 每 一 点 都 被 5 覆盖 
(同样 多 的 ) n 次 . 车 R0w 二 0wwo， 则 在 R 上 存在 一 个 非常 数 单 
值 有 界 且 具有 有 限 Dirichlet 积分 的 解析 函数 gC(p)， 不妨 设 在 某 一 
点 ppER, g(po) 二 0 且 (po) ECn(f). 现在 令 h(q)==g (9)， 于 
是 h(q) 是 定义 在 2 上 的 有 界 且 具有 有 限 Dirichlet 积分 的 解析 函 
数 . 设 |h(9) 1M. 对 任 一 点 zE KN\Cr( 人 ), 置 

H(z) = h(g)h(g) h(E), 
其 中 hq) (=1,2,…,n) 为 8 覆盖 在 z 点 上 的 4 个 点 . 则 H(z) 
是 z€EK\Cn(f) 上 的 有 界 解析 函数 . 记 z==z 十 iy,， 有 


DrvcunLH] | gy ,| Cz) ldrdy 
| LC hi (geehlg) | drdy 
KR 

< (x—1) 1 上 
Im J | Cg) [drdy 


< WMD 二 | Ia Gq) |2dzdy 
LE Jaeun 


< WM PL = HM" Da[g] < co. 

显然 F(f(z)) 一 0, 但 hq) 不 恒 为 0, 则 必 有 一 点 1€ KN\Cn(f) 
使 五 (z1) 关 0. 从 而 (z) 是 K\Ca(f) 上 的 非常 数 单 值 有 界 且 
Dirichlet 积分 有 限 的 解析 函数 . 即 K\Ca(f)E0w 二 Oso 故 Ca(J) 
不 是 4D- 可 去 的 , 矛盾. 1 

由 于 亏 格 有 限 的 开 Riemann 曲面 总 可 以 被 共 形 映 入 复 平面 
的 有 限 叶 覆 盖 面 之 中 , 故 由 定理 7 可 得 : 

推论 1 设 有 是 一 亏 格 有 限 的 开 Riemann 曲面 , 则 RE Ow 的 
充分 必要 条 件 是 R 上 存在 一 非常 数 单 值 半 纯 函数 w=f(z) 使 其 
大 范围 聚 值 集 Ca(f) 是 4D- 可 去 的 . 
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$5 严格 包含 关系 


本 节 罗 州 出 一 些 开 Riemann 曲面 的 例子 以 说 明 $ 1 有关 
Riemann 曲面 关系 图 中 的 包含 关系 是 严格 的 . 由 于 有 关 的 部 分 证 
明 还 用 到 许多 本 书 未 涉及 到 的 概念 和 定理 ,故此 处 只 给 出 简略 的 
说 明 或 证 明 , 详细 的 证 明 读 者 可 从 所 建议 的 参考 文献 中 查 到 . 


1. 0w\Ow 曲面 的 存在 性 ” 


定理 1 存在 属于 0w\Ow 的 平面 型 的 开 Riemann 曲面 . 

证 ”根据 第 四 章 8$ 4. 6, 在 单位 圆周 C 上 存在 内 容量 为 1 的 
真子 集 B. 由 于 单位 圆周 的 容量 为 1, 根据 第 五 章 $1. 13 定理 
12, 集 如 是 4D- 可 去 集 . 但 是 正 测度 集 , 根据 $2 定理 16 的 附 
注 , 互 非 4B- 可 去 集 . 根据 32 定理 17 和 18, C\B8E€O00n. 上 


定理 2 存在 属于 No 而 不 属于 Ns 的 平面 点 集 ; 即 存在 4D- 
可 去 而 非 4B- 可 去 的 平面 点 集 . 


2. 广义 Cantor 集 


第 一 章 8 2. 4 引进 了 Cantor 朴 朗 完备 集 ， 集 i 是 其 经 典 形 
式 . 下 面 将 构造 广义 Cantor 集 . 设 刀 是 闭 单位 线段 [0,1j. 从 如 
中 间 移 去 1/p1 (pz>1) 长 度 的 开 线段 , 使 得 剩余 部 分 BCp1) 由 两 个 
相等 的 闭 线段 组 成 ， 从 ECp1) 的 每 个 线段 中 间 移 去 1/Pm (PP>>1) 长 
度 的 开 线段 ,使 得 剩余 部 分 BCPzz) 由 四 个 相等 的 闭 线段 组 成 类 
似 地 , 不 断 重 复 此 过 程 , 一般 做 法 是 从 BCp…z-)) 的 每 个 线段 中 
间 移 去 1/zx (mP 之 1) 长 度 的 开 线 段 ， 使 得 剩余 部 分 BCp…p.) 由 2 
个 相等 的 闭 线段 组 成 .它们 的 交集 
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Epp): = Epip) 
称 为 广义 Cantor 集 ， 显然 广义 Cantor 集 是 朴 朗 完备 集 . 如果 恒 取 
.二 3， 那么 BCPP…) 即 为 经 典 Cantor 集 ， 显然 BCP…z) 的 长 度 


为 本 (1 一共 从 而 Bcmz…) 的 长 度 为 
去- 寺 


定理 3 设 sup p<oo, 则 广义 Cantor 集 妃 (pipe…) 是 零 容 集 
当 且 仅 当 


证 明 参 看 Sario L. &. Nakai M. [1] (pp. 336-339). 
若 Cantor 集 BCpp2…) 中 恒 取 p= 之 1 (o 一 1,2,…)， 则 将 所 
得 的 Cantor 集 记 为 BCz)， 此 时 ， 
I 1122 1 
JJ， 加 =(1- !) =1—J>0. 
故 B(p”) 为 正 容 集 . 但 由 于 
站 1 1 
TO- 划 = 加 一 直 =。 


1 pe 


| 等 价 于 > 1 =0] ， 所 以 BCz) 为 (Lebesgue) 零 测度 集 ， 


i 
3 


定理 4 存在 4B8- 可 去 而 非 零 容 的 线性 点 集 . 

证 事实 上 ，Cantor 集 B(p”) 即 为 所 需 集 因为 BCz) 为 零 
测度 集 , 根据 第 五 章 8 1. 2 定理 9, 必 为 4B- 可 去 集 。 又 根据 定理 
3，B(z”) 为 正 零 容 集 .， | 
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定理 5 存在 属于 ONOc 的 平面 型 开 Riemann 曲面 . 

3. 一 般 广义 Cantor 集 

设 {4)2, 是 一 实数 列 , 其 中 0<g<1, 而 fu) 是 一 自然 数 
列 . 设 是 闭 单位 线段 [0,1]. 下面 将 构造 更 为 一 般 的 Cantor 集 . 

第 一 步 是 将 分 成 2 十 1 个 闭 子 线段 , 并 从 左 至 右 依次 排 
列 , 排 位 奇数 的 线段 长 为 a: 二 qi/ (ni 十 1), 排 位 偶数 的 线段 长 为 
:二 (1 一 q1)/m， 为 方便 , 将 它们 分 别称 为 a 线段 和 如- 线段. 将 
所 有 a1- 线段 之 并 记 为 B1; 第 二 步 是 将 每 个 -线段 分 成 2w 十 1 个 
闭 子 线段 使 得 奇 位 线段 长 和 偶 位 线段 长 分 别 为 


az: 一 二 和 b: 一 Lg. 


再 将 所 有 oz- 线 段 之 并 记 为 B;……; 如 此 不 断 进行 下 去 , 可 得 一 
套 集 列 及 也 肪 忆 …， 其 交集 B(gsm):= OE 是 朴 朗 完备 集 ， 称 为 
一 般 广义 Canter 集 ， 显 然 BCosn) 的 长 度 为 4， 且 BCoin 的 
长 度 为 正 值 当 且 仅 当 

2 -WD<%. (x) 


定理 6 存在 属于 0ss\Ow 的 平面 型 开 Riemann 曲面 , 其 中 
0ss 表示 其 上 不 存在 非常 数 单 叶 有 界 解析 函数 的 开 Riemann 曲面 . 


事实 上 , 若 取 集 Be 为 BCeim) 的 笛 卡 尔 直 积 , 则 屯 是 Nss 
集 , 只 要 > (1 一 q)log “二 生发 数 . 于 是 KNEEOw 而 


目 ,Bqsn) 具 有 正 线性 测度 ,从 而 下 具有 正面 积 ， 根据 第 四 章 
8 1.13 定理 12，B2) 非 4D- 可 去 , 根据 8 2 定理 14, K\B?E Ow 
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应 当 说 明 , 上 述 条 件 与 条 件 > 一 9) 二 co 是 不 矛盾 的 ， 


且 满 足 此 两 条 件 的 数列 是 存在 的 . 例如 , 先 取 数 列 {oe} 忆 ,使 式 
(x ) 成 立 , 再 取 自 然 数列 满足 下 面条 件 即 可 : 

m> 4 oo/ 一 90, 
具体 可 取 % 一 1 一 尼 ，w 一 尼 25 


定理 7 存在 属于 Nss 而 不 属于 No 的 平面 点 集 ， 
4. Mybreg,P.J. 的 例子 


回忆 第 三 章 8 1 例 3: 设 {a,}%>, 是 实 轴 上 的 (严格 ) 单 调 增加 
的 点 列 且 lim a 二 十 oo. 4 是 复 平面 P: 二 {z||z|<<o0} 的 上 半 平 面 
的 一 个 闭 圆 盘 . o, 和 都 是 以 {a.) 守 为 支点 的 P 的 二 叶 覆 盖 面 . 
不 同 的 是 : 9 为 完全 覆盖 面 ; 而 6, 覆盖 面 PN4 的 每 点 恰好 两 次 、 
而 覆盖 面 4 的 每 点 恰好 一 次 .曲面 8 显然 可 被 本 性 延 拓 成 B1 
还 要 证 明 和 %E 0w. 事实 上 , 下 面 证 明 的 是 WE 0w《(COw)， 为 此 
将 @% 覆盖 在 点 zEP 上 的 上 、 下 两 点 分 别 记 为 21、zi, 设 f(z) 是 定 
义 在 上 的 4B- 函 数 . 置 

F(z) = [fC2) 一 f(22) 

补充 定义 F(a,) 二 0. 则 F(z) 是 PN 上 的 4B- 函 数 . 由 于 单 点 是 零 
容 的 ,从 而 是 4B- 可 去 的 . 于 是 补充 定义 PCco) 一 0 后 , F(z) 成 为 
co 邻 域 上 的 4B- 函 数 . 那么 在 PN4 上 F(z) 硅 0, 即 f(z1) 志 f(z2). 
由 此 可 见 f(z) 可 看 成 P 上 的 4B- 函 数 ， 从 而 恒 为 常数 . 这 就 证 明 
了 BE 0wCOw 然而 根据 8 3 定理 7, 0wo。 于 是 有 


定理 8 存在 属于 0w\0ww 的 开 Riemann 曲面 . 
5. Toki,Y. 的 例子 
众所周知 , 每 个 自然 数 “可 表 为 x 二 xCm,n) 二 2"!1(2n 一 1)， 
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其 中 mn 是 自然 数 . 

用 4 表示 z- 平 面 上 的 开 单位 圆 盘 . 在 4 内 取 2* 条 线段 
Su: = {z= re’| — 2-* < logr <— 2, 0=v" 2n° 2-*}, 
"一 1,…，,2%， 现 将 4 沿 所 有 射 状 线段 5% 裂 开 成 裂缝 圆 盘 ， 记 为 
Ro 设 {RC 和 )) 人 Eo 和 {RB ()) 从 是 Ro 的 两 列 副本 ， 即 它们 中 的 每 一 
个 都 是 裂缝 圆 盘 Re 对 固定 的 自然 数 m, 对 自然 数 i==1,…,m， 
对 任意 非 负 整数 }, 当 j 是 奇数 时 , 将 RG 二 mj) 与 BR' Gi 一 m 十 mj) 
沿 裂 颖 5S; 对 接 ( 见 第 三 章 $ 1 例 2); 当 j 是 偶数 时 , 将 RG 十 mj) 
与 RG 十 m 十 m 让 也 沿 裂缝 SC 一 1, 2 v 二 1,…,2”) 对 接 : 所 
得 的 曲面 是 4 的 无 限 叶 覆盖 面 ， 记 为 i". 显然 以"EOw 可 以 
证 明 :页 上 的 任 一 HB- 在 投影 相同 的 点 上 取 相 同 的 函数 值 , 故 
FVE Ow 根据 82 定理 8, 0wo 二 0www, 故 有 


定理 9 存在 属于 0w\0ws 的 开 Riemann 曲面 . 


下 面 构造 Toki,Y. 的 另 一 个 曲面 . 将 开 单 位 圆 盘 4 沿 直线 段 
4: 二 {2 二 re*|a<r<<b) 作 裂缝 ,其 中 a、b 蚌 正 数 且 a<b. 对 每 条 裂 
颖 4, 称 对 应 于 幅 角 9 十 0 的 一 侧 为 4 的 左岸 ,对 应 于 幅 角 0 一 0 
的 一 侧 为 4 的 右岸 对 位 于 圆 环 {z=re*10<a<r<b<1} 内 的 两 
端点 分 别 落 在 圆 环 内 、 外 边界 上 的 一 族 射线 裂缝 , 用 三 种 方法 粘 
合 之 : 

1) 设 44…,4 是 其 中 的 4 条 裂缝 把 4 的 左岸 六 和 如 的 右岸 
好 相 粘 合 , 再 把 4 的 左岸 导 和 4 的 右岸 与 相 粘 合 ; 如 此 进行 下 
去 ,最 后 把 4 的 左岸 站 和 请 的 右岸 二 相 粘 合 . 称 此 为 循环 粘 合 . 

2) 设 两 条 裂缝 4 和 /关于 裂缝 /为 轴 对 称 . 把 4 的 左岸 汗 
和 4 的 右岸 必 相 粘 合 , 再 把 的 左岸 蒜 和 的 右岸 位 相 粘 合 . 
称 此 为 对 称 粘 合 . 

3) 把 裂 颖 的 左岸 和 右岸 相 粘 合 . 称 此 为 自身 粘 合 . 

设 {n,} 是 正 整数 列 , 又 设 {7,} 是 严格 单 增 的 正 数 列 , 使 得 
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Tr 1 (p00), 其 中 7 之 1/2. 
现 将 4 沿 2+” 条 射 状 直 线段 裂 开 . 使 其 如 前 所 述 , 每 条 直线 
段 都 落 在 某 个 半径 上 , 且 其 两 端点 分 别 落 在 圆周 {(z|1z| 一 rzx}) 和 
圆周 {z| |z| 王 rz+ 必 上 ; 而 且 这 些 裂 颖 按 幅 角 等 间距 地 分 布 在 圆 环 
{z|rw 寺 |z| 志 rw+1} 内 ; 更 有 其 中 有 一 条 落 在 正 实 轴 上 . 为 方便 ， 
称 对 应 于 4 二 4(m,n) 的 裂缝 为 秩 是 4 的 n 型 裂缝 . 
记 0. 二 2 "tin, 把 扇形 (91.0<( 十 1)0., 0<j<2) 记 为 
Sh 现 将 落 在 射线 (919 二 六) 上 的 型 裂缝 循环 粘 合 ,将 扇形 5， 
的 其 余 n 型 裂缝 关于 5; 的 角 平分 线 对 称 粘 合 ,最 后 将 落 在 射线 
l 上 的 裂缝 自身 粘 合 由 此 得 一 开 Riemann 曲面 P22? 
只 要 适当 地 选择 正 整 数列 {n,} 即 可 使 曲面 Fr? 属于 Ous, 由 于 


gz,0) 一 ke 和 是 曲面 PP 上 以 0 为 极 的 Green 西数 , 故 9 不 
属于 Oo。 于 是 有 

定理 10 存在 属于 OwNOs 的 开 Riemann 曲面 . 

另外 , 如 果 在 构造 P42 的 过 程 中 将 原点 0 挖 去 ,所 得 的 曲面 
记 为 PP; 二 PP\{0), 那么 log 是 曲面 PP 上 的 正 调和 函数 
故 Ply 不 属于 0w 于 是 有 

定理 11 存在 属于 OuANOm 的 开 Riemann 曲面 . 


曲面 PP? 和 FY 即 为 Toki,Y. 构造 出 的 开 Riemann 曲面 
的 例子 . 定理 10、11 中 PEow 和 F8YE Ows 的 证 明 与 正 整数 列 
{m} 的 选择 直接 相关 且 较 为 复杂 , 读者 可 参看 Ahifors & Sario [1] 
(pp. 256-261) 或 Sario &. Nakai [1j(Cpp. 304-308). 

定理 12 存在 属于 0w 门 0w*\Owww 的 开 Riemann 曲面 . 

证 设 g(z,0) 是 曲面 fi? 上 以 0 为 极 的 Green 函数 . 只 要 正 
整数 N 足够 大 , 等 位 线 0: 二 {zlg(z,0) 一 N} 就 会 全 部 落 在 开 圆 盘 
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{z11z| 过 1/8} 的 内 部 . 把 o 所 围 的 包含 0 点 的 单 连通 Jordan 区 域 
记 为 4. 取 R=F2?\(4oUo), 则 为 所 需 曲 面 ,| 


6. Kuroda，M 的 例子 


考虑 圆 环 域 及: 二 {z|1 过 1z| 过 12}. 现 将 所 与 12e* 粘 合 ， 
此 得 一 个 亏 格 为 1 的 闭 Riemann 曲面 7, 即 轮胎 面 . 将 7 上 与 e* 
(或 12e") 相 对 应 的 闭路 剖 线 记 为 二， 并 置 T' 二 T\Li. 显然 性 是 
一 解析 曲线 , 而 7' 是 圆 环 及 的 共 形 象 , 为 此 视 为 恒 同 . 

在 圆 环 域 Ho: = {z13 二 |z| 二 4} 内 考虑 两 个 相互 分 离 的 闭 贺 
盘 D1.D,， 其 边界 圆周 分 别 记 为 yy、y， 于 是 开 Riemann 曲面 Tu: 
二 T\(D1U Ds) 即 为 带 两 个 “ 破 洞 ”的 轮胎 面 , 其 边界 为 y, Uy 现 
将 me 沿 闭路 剖 线 L 剪 开 , 所 得 的 开 Riemann 曲面 记 为 T", 显 
然 Tv 二 TANL=T\CDIU DUL). 

再 将 mo( 对 应 地 ,Tu ) 沿 边界 yiUys 作 Schottky 双 倍 名 (对 应 
地 , 人 )， 容 易 看 出 名 是 亏 格 为 3 的 闭 Riemann 曲面 , 而 是 
亏 格 为 1 的 开 Riemann 曲面 , 且 加 = 人 \(L1U12), 其 中 浇 是 
关于 边界 yyUys 的 对 称 象 . 

下 面 用 hv 构造 部 的 Schottky 覆盖 面 取 个 的 无 限 多 个 副 
本 . 注意 到 对 应 于 剖 线 I.(i==1,2), 人 的 边界 分 为 上 、 下 两 岸 . 

首先 , 对 于 两 个 副本 , 若 将 第 一 个 副本 的 边界 剖 线 的 上 上 岸 与 
第 二 个 副本 的 同一 边界 剖 线 的 下 岸 的 对 应 点 相 粘 合 ， 则 称 此 粘 合 
法 为 单 对接 . 现 固定 一 个 Pv， 记 为 Ro. 将 Ro 沿 每 个 边界 围 道 分 
别 与 副本 局 (£ 二 1,…,4) 逐 个 单 对 接 ,， 所 得 开 Riemann 曲面 记 为 
R'; 假设 Ri 已 构造 好 , 使 得 BR.-, 的 边界 由 4* 3"!' 个 围 道 组 
成 ,而 每 个 围 道 都 是 剖 线 L.(i=1,2) 的 上 、 下 两 岸 之 副本 . 为 构造 
Rs 取信 的 4.3"-! 个 副本 及 -1. 现 将 RR-' 沿 每 个 边界 围 道 分 
别 与 副本 成 (= 二 1,…,4，3"-!) 逐 个 单 对 接 , 所 得 开 Riemann 曲面 
记 为 B. 根据 归纳 法 , 一 列 开 Riemann 曲面 {R.}2 ,已 构造 好 ， 记 
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R= 二 UR, 则 RR 是 人 的 一 Schottky 覆盖 面 , 且 {R)%o 是 RR 的 一 穷 
尽 列 ，Kuroda,M[1j 证 明 是 满足 下 面 定 理 的 曲面 : 


定理 12 存在 属于 OoeNOw 的 开 Riemann 曲面 . 
7. Heins, M. 的 例子 


本 段 的 开 Riemann 曲面 的 例子 是 Heins,M. [2] 的 例子 稍 加 修 
改 而 得 , 读者 可 参看 Qiu,Shuxi[3]. 
设 {a.) 吕 是 一 满足 下 面条 件 的 正 数列 : 
(Da>2; (2) ax+ = 2an; (3) Ba = ami. 
将 实 轴线 段 [os,-1,a2] 分 成 奇数 段 {4 各 下， 其 中 避 >aa/2. 记 


41 i 21 _43 
2 一 40?2 一 人 2 一 1 一 20%> 下 Cz 一 40%>—'、 


oo 
n 


4i: 复 志平 面 区域 {z||z|>1) 沿 实 轴 线段 [assaz+ 沾 、 
{Lk 为 偶数 } 及 [52.,ba+] 裂 开 (对 每 个 自然 数 )， 
ds: 复 z- 平 面 区 域 {z|>1} 沿 实 轴线 段 [a ;02+1]、 
{Lk 为 偶数 }、[bzs ,ba-1j、[ 一 ba-1， 一 ba] 及 
[一 da 一 daj 裂 开 ( 对 每 个 自然 数 7)， 
iu: 复 平面 区 域 {z| 胞 << 一 1} 沿 实 轴线 段 [一 和 >- 一 5] 
及 [一 cm-1, 一 ca] 裂 开 ( 对 每 个 自然 数 )， 
6.: 0 沿 实 轴 线段 [一 da-1, 一 daj 裂 开 . 
现 将 4 与 4 对 应 的 裂缝 对 接 , 再 将 6, 中 的 裂缝 [一 di, 一 四 ] 
及 {[ 一 bw 1 一 bx] In 二 1,2,…} 与 4 中 对 应 的 裂 颖 对接， 当 "之 2 
时 , 6._1 已 粘 合 好 . 若 "为 偶数 , 将 5. 中 的 裂缝 族 
{[ 一 cb 一 cool 一 1,2,…)》 
与 5! 中 对 应 的 裂缝 对 接 、 再 将 裂缝 [一 da.-1, 一 dm] 与 小 中 对 应 
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的 裂 颖 对 接 ; 若 ”为 奇数 , 将 5. 中 的 裂缝 
{[— bo, — bo]ln = 1,2,..} 
与 4- 中 对 应 的 裂 颖 对接 、 再 将 裂 颖 [一心 -一 4 与 4 中 对 应 
的 裂 颖 对 接 . 上 述 过 程 构造 得 一 开 Riemann 曲面 , 记 为 Ff ,可 
以 证 明 它 满足 下 面 定理 的 结论 . 
定理 13 ”存在 开 Riemann 曲面 ,其 任意 端 只 上 所 定义 
的 半 纯 函数 之 球面 Dirichlet 积分 皆 为 无 限 的 , 且 FI?E0woU Owe 


定理 14 存在 属于 0w*\OwoUOw 的 开 Riemann 曲面 


下 面 再 构造 男 一 开 Riemamm 曲面 置 
Eo: 开 上 半 复 平面 4z|Lz>0} 沿 虚 轴线 段 [oa+iiyas+ 雪 裂 开 
(对 每 个 自然 数 z; 
: 复 z- 平 面 沿 实 轴 线段 [aa,aa+1]、{4|# 为 偶数 } 及 虚 轴 
线段 [awi,am+ii] 裂 开 ( 对 每 个 自然 数 ); 
复 平面 沿 实 轴线 段 [aa,am+1]、{4|# 为 偶数 } 及 实 轴 
线段 [一 aa+2, 一 0a+1] 裂 开 (对 每 个 自然 数 7); 
wm: 延 拓 的 复 平面 {z| |z| 委 十 co} 沿 实 轴线 段 
[一 cx+z， 一 qa+!j 裂 开 . 
先 将 印 与 B' 对 应 的 裂缝 对 接 ; 再 将 B1 与 B2 对 应 的 裂缝 对 
接 ; 最 后 将 每 个 0. 与 有 & 中 对 应 的 裂 颖 对接: 上 述 过 程 构造 得 一 
开 Riemann 曲面 , 记 为 BY， 可 以 证 明 它 满足 下 面 定理 的 结论 ， 
定理 15 存在 开 Riemann 曲面 P 多 ,其 任意 端 吕 上 的 4B- 函 
数 必 人 退缩 为 常数 , 且 FPEOwo 
根据 本 节 定 理 , 读者 可 以 看 出 在 本 章 开头 有 关 Riemann 曲面 
包含 关系 的 图 表 中 , 凡 包含 关系 的 各 曲面 类 之 间 都 是 严格 包含 
的 ， 而 无 法 标 出 包含 关系 的 各 曲面 类 之 间 都 是 互 不 包含 的 . 


E 


E,: 
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名 词 索引 


( 按 汉语 拼音 字母 顺序 排列 ) 


A 
AB.ABD.AD V.1.1,P159 
An(f) AnCf»P) An(f6) V .2.4,P181 
Alexandroff 单 点 紧 致 化 ”1 .1.13,P6 

B 
保 向 的 1.1.10,P21 
倍 式 V .5. 3. P222 
本 性 极 大 的 VI. 4. 6,P262 
边界 1.1.12,P23; 下 .1.3,P44 
理想 边界 1.1.13,P6 
理想 边界 的 实现 1.1.12,P23 
VI. 2. 12,P292 
零 ( 正 ) 理 想 边界 .4,P96.98 
VI. 2. 12,P292 
外 边界 N.4.3,P147 
相对 理想 边界 .1.3,P44 
WI. 1.2,P265 

C 
Cx) V.1.1,P159 
Ca(f) ,Ca(f,6) V.2,P177,180 
C- 类 点 V.1.2,P160 
参数 复合 化 1.1.2,P13 


参数 邻 域 1.1.1,P12; .1.1,P40 
参数 贺 1.1.1,P12; 1.1.1,P40 
参数 映照 1.1.1,P12; 有.1.1,P40 
局 部 参数 .1.1,P40 
测度 V.1.8,P169 
调和 测度 .4.5,P97 
VI. 1. 2,P265 
理想 边界 的 调和 测度 “有. 4. 5,P97 
相对 理想 边界 的 调和 测度 
VI. 1.2,P265 
超 限 直径 N. 3.2,P137 
( 弧 的 ) 乘 积 1.1.2,P13 
(支点 的 ) 重 数 
1.2.5,P27; I.3.9. ,P38 
稠密 、 稠 密集 1.1.11,P5 
除 式 、 因 子 式 V.5.3.P221 
穿孔 平面 工 . 1. 9,P20 
D 
代表 列 V.2.3,P179 
单 点 紧 致 化 1.1.13,P6 
单价 的 1.2.1,P8 
单 连 通 1.1.4,P14 
单位 分 解 .2.8,P48 
单 值 的 1.2.1,P8 
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岛 V.1.2,P161 .3.6,P82 
半岛 。“VI.1.2,P161; U1.4.3,P258 | Dirichlet 原理 .2.8,P67 
半岛 列 W.4.3,P258 | 《区 域 的 ) 度 数 V .2.7.P186 
等 价 半 岛 列 U1.4.3,P258 | (映照 的 ) 度 数 1.1.9,P21 
缺口 半岛 V.1.2,P161 | 端 . 素 端 .1.3,P44 
等 价 点 V1.1,P229、231 | 对 称 点 、 对 称 象 1.1.12,P23 
等 价 图 形 M.1, 1,P229 | 对 称 曲面 工 .1.12,P23; 有 .1.4,P44 
稍 卡 尔 积 1.1.15,P6 | 对 接 ( 见 粘 合 ) .1.1,P41 
点 状 的 1.1.7,P4 | 多 值 的 工 . 2. 1,P8 
定理 F 
通 近 定理 N.1.3,P114 | 发 散 型 Vi. 1. 4,P233 
单 信 化 定理 .4.6,P213 | 范畴 ,第 一 二 范畴 (类 集 ) 
单 值 性 定理 1.2.4,P25 1.1.11,P5 
有 .2. 5,P60 | 非 欧 几何 学 Wl. 1.2,P230 
Evans 定理 NN.3.3,P142 | 非 切 边界 值 VI. 1.6,P274 
(导体 位 势 ) 基 本 定理 N. 3. 1,P133 | 覆盖 变换 1.3.6,P36 
Jordan 曲线 定理 1.1.8,P18 | 邓 盖 数 、 覆 盖 常 数 VI. 4. 4,P309 
Koebe 基本 定理 V.4.2,P204 
(推广 的 )Koebe 1/4 圆 定理 G 
N.4.5,P154 | 共 变量 . 共 变 向 量 .1.7.P47 
Myberg 定理 VI.1.7,P238 | ” 共 变 向 量 场 .解析 ~ .1.7.P47 
Poincaré 定理 V.3.5.P200 半 纯 一 .Abel 一 了 .1.7. P47 
WI. 2. 4,P245 | 共 罗 微 分 .解析 微分 .2.4,P58 
Riemann 映照 定理 且 . 4. 4,P96 | 公式 
V.4.6,P213 | ”Green 公式 .1.10,P51 
Riemann-Roch 定理 V.5.4,P222 Poisson 公式 .2.3,P56 
Riesz 分 解 定 理 N. 2. 3,P119 | 共 形 等 价 .1.6,P46 
定向 (不 ) 可 定向 工 . 1. 12,P23 | 共 形 度量 V.4.3,P307 
Dirichlet 积分 二 .2.9,P50 | 共 形 映照 了 .1.6,P46 
Dirichlet 问题 用. 3. 6,P80、82 | Green 函数 .4,P89.93 
Dirichlet( 问 题 的 ) 解 .2.3,P56 Vi.1.7,P238 


名 词 索引 "327。 
呈 修正 价 函 数 V.2.1,P178 
正则 的 (函数 ) 1.1.10,P21 
好 子 域 工 . 1,P43、44 | 。 主 函数 WI. 2.7,P285 
Harnack 不 等 式 .2.6,P61 自 守 函数 VI. 2. 1,P240 
Harnack 原理 .2.6,P61 孙 数 调和 下 
Harnack 原理 的 一 般 形式 .2. 6,P62 Et 2,p72 
HB.HBD、HD、HP V.1.1,P159 最 佳 调和 优 函数 .调和 上 属 
函数 .3.2,P72 
G-Fuchs 函数 VM.2.4,P246 | 弧 1 .3.1,Pl11 
9-Klein 函数 VI. 2.4,P246 ( 弧 的 ) 乘 积 1.1.2,P13 
Evans 函数 N.3.3,P142 弧 连通 的 1 .3.3,P11 
Green 函数 和 .4.1,P89、93 | 。 解析 弧 .1. 2,P43 
M.1.7,P238 局 部 弧 连 通 的 1.3.3,P1l 
带 极点 的 位 势 函 数 V.5.1.P214 | Jordan 弧 1 .3.1,P11 
极 值 函数 V.1.5,P166 | 开 弧 1.3.1,P11 
价 函 数 V.2.1,P178 | 。 逆 弧 1.1. 2,P13 
解析 函数 到 .1.6,P46 | ( 弧 ) 提 升 工 . 2. 2,P24 
紧 致 函数 类 V.1.5,P166 | 同 伦 弧 1.1.2,P13 
人 垒 函数 、 全 焉 . 3. 7,P82 | 互 反 关系 V.5. 2.P218 
奇 性 函数 WI. 2.7,P285 | 换 位 子 群 工 . 3. 8,P37 
上 .下 半 连 续 函 数 .3.1,P70 | 环绕 次 数 .指数 1.1.5,P15 
上 .下 函数 .3.5,P79 
双 对 数 奇 性 的 位 势 函 数 J 
V.3.4.P197 | 集 
双 周 期 函数 VI.2.3,P243 | ”Cantor 集 1.2.4,P9 
调和 函数 .2.1,P52 广义 Cantor 集 Vi. 4.5,P261 
半 调 和 函数 .3.2,P72 VL. 5.2,P315 
共 胃 调和 画 数 于. 2.5,P60 | 一般 广义 Cantor 集 VI.5.3,P316 
上 、 下 调和 函数 下 .3.2,P72 | ”稠密 集 1.1.11,P5 
双 极 调和 函数 V.3.1.P189 | 第 一 .二 类 集 (范畴 ) 1.1.11,P5 
U- 类 函数 VWI. 1.6,P274 可 去 集 V.1.3,P162 
修正 Green 函数 V.3.3.P196 4B-、4BD-、AD- 可 去 集 (同上 ) 
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1B- HBD-、HD- 可 去 集 ” (同上) 解析 弧 .1.2,P43 
聚 值 集 、 大 范围 ~ V .2,P177、180 | ”解析 曲线 下 .1. 2,P43 
渐 近 集 V.2.4,P181 | ”解析 微分 .2.4,P58 
Nr 零 类 集 、N, 集 V.1.7,P168 | 解析 映照 下. 1. 5,P46 
Painieve 零 集 V.1.3,P162 | 局 部 弧 连 通 | 
XX- 不 可 去 集 VV .1.3,P162~165 | 局 部 可 求 长 V.1.8,P169 
X- 可 去 集 V.1.3,P162~165 | 局 部 可 求 长 弧 链 V.1.8,P169 
X- 零 集 V .1.3,P162~165 | 聚 值 ( 集 ) V .2.1,P177 
关于 测度 正则 的 集 。N. 4.7,P156 V.2.3,P180 
支 集 N.2.5,P127 
基 1.1.4,P3 K 
基本 区 WL. 1,P229、233 | 可 定向 的 1.1.11,P22 
极 大 的 (曲面 可 求 长 链 Vet Blo 
V1. 3. 1,P247; VI. 4. 1,P255 | 可 去 性 N.4.2,P147 
极限 点 VI. 4. 4,P259 可 延 拓 的 、 不 可 延 拓 的 
极 值 长 度 V. 1.8,P169 Vi. 3.1,P247; VI. 4. 1,P255 
极 值 距 离 V.1.13,P176 | 空间 
渐 近 点 V1. 4.3,P258、259 | ”乘积 空间 1.1.15,P7 
点 状 渐 近 点 V1. 4. 3,P259 | Hausdorff 空间 1.1.12,P5 
奇异 渐 近 点 V1.4.3,P259 | ”和 空间 1.1.14,P6 
有 限 渐 近 点 VI. 4. 3,P259 | 紧 致 空间 1.1.8,P4 
正点 状 渐 近 点 V1. 4.3,P259 | ”局 部 紧 致 空间 Bl: Ps 
渐 近 线 V.2.4,P181 | ， 距离 空间 1.1.16,P7 
渐 近 值 ”1.2.3,P25; V.2.4,P181 | ”可 数 空间 LelyPs 
角形 边界 什 VI.1.6,P274 | ”连通 空间 Fp 
(支点 的 ) 阶 1.2.5,P27 | 。 欧 几 里 得 空间 1 .1.15,P7 
1E.1.1,P42 | 商 空 间 1.1.12,P5 
(因子 式 的 ) 阶 Vv.5.3,P221 | _ 拓 扑 空间 Les 
解析 .1.6,P46 | 亏 格 .1.5,P42; VI. 1.6,P237 
解析 函数 有 .1.6,P45 L 
解析 Jordan 曲线 于 1. 2,P43 | Lo VI. 2. 8,P287 
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Lu Lo Luw WL. 3. 1,P293 | 逆 变换 VI. 1,P228 
Lindelef 性 质 MW. 3. 1,P293 | 逆向 的 工 .1. 10,P21 
全 、 全 函数 在. 3.7,P82 | 粘 合 1.1.12,P5 
流 形 
二 维 流 形 于 .1.1,P40 9 
n- 维 流 形 I.11,Pl2|% .4.2,P96; Vl. 1. 1,P264 
一 维 子 流 形 1.1.12,P22 | Ow Ow Ow VI. 1.1,P264 
Os Oru On WI. 1. 1,P264 
M Ou Onuw、 Ouo VI.1.1,P264 
MA V.1.1,P160 | Op, Ow VI 1. 1,P264 
My Mss Mw V.1.5,P165~167 | 0,,.、 Ox WI. 1. 1,P264 
Myus Myp V.1,P167,173 
密度 (函数 ) V.1.8,P169 了 
面 、 町 盖 面 工 . 2. 5,P27 | Perron 方法 .3.6,P80 
非 分 支 禾 盖 面 VL. 4. 5,P312 | 偏 序 、 偏 序 集 1.3.4,P35 
分 支 覆 盖 面 .2.5,P27 | 平面 型 的 V.4.2,P204 
光滑 覆盖 面 I.2.1,P24 | 平面 型 区 域 1.1.11,P21 
双 倍 面 【.1. 12,P23; 有. 1. 4,P45 | 平衡 分 布 N. 2.5,P127 
完全 覆盖面 工 . 2. 6,P28 | Poisson 核 .2.3,P54 
万 有 和 覆盖面 工 . 3. 5,P36 | Poisson 积分 .2.3,P56 
同调 覆盖 面 工 . 3. 8,P38 | Poisson 公式 .2.4,P56 
正规 狠 盖 面 1.3.7,P37 
正则 覆盖 面 1.2.3,P25 Q 
模 度 VI. 4.2,P303.P305 | 起 点 外 本 
对 数 模 度 WL. 4. 2,P303 | 穷尽 ( 列 ) .3. 8,P87 
模 度 函 数 VE. 4. 2,P303 曲面 1.1.1,P12; .1.1,P40 
模 度 不 等 式 WL.4.2,P2304 | 。 闭 曲面 JP12 
不 可 定向 的 曲面 1.1.11,P22 
N 对 称 曲面 1.1.11,P23 
NeNi NesNw No VV.1.7,P168 .1.4,P44 
内 部 I.1.12,P22; 下 .1.3,P44 | ” 共 孝 曲面 有 .1.4,P44 
能 且 积 分 RN. 2.5,P126 | ” 开 曲 面 1.1.1,P12 
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Riemann 曲面 有 .1.1,P40 | ”正规 化 子 群 1.3.6,P36 
闭 ~ 和 .1.1,P40 | ” 换 位 子 群 1.3.8,P37 
开 ~ 和 .1.1,P40 | ”线性 变换 群 VI.1.1,P228 
人 V.4.6,P213 | ” 真 不 连续 群 V1. 1,P229 
双 曲 型 ~ V.4.6,P213 
椭圆 型 ~ V.4.6,P213 R 
锐 边 ~ .1.3,P44 | ff) V.2.4,P181 
锐 边 曲面 1.1. 12,P22 | Robin 常数 .4.2,P94 
曲线 容量 RN. 2.5,P127、128 
闭 曲线 1.3..1,P11 | “对 数 容量 N.2.5,P127 
解析 曲线 .1.2,P43 | ”内 容量 N.2.5,P128 
Jordan 曲线 1.3.1,P11 | ”外 容量 N. 2.5,P128 
一 的 指数 环绕 次 数 。 工 .1. 5,P15 S 
区 域 . 区 , 域 
完全 覆盖 区 域 1.2.6,P31 | oo i 
基本 区 WI. 1,P229.233 | 5 so so ii 本 
Jordan 区 域 .P12.18| ln 
平面 型 区 域 Li SOss SOuww SOuo WL 1. 1,P265 
2 i SOx V.1.1,P160 
正则 区 域 vel. sp231 | 扣除 le 
正则 ( 子 ) 区 域 .1.2,P43 ee 
1.1.12,P23 收 合 型 eed 
好 子 域 4 2 双 倍 面 。 .1.12,P23; .1.4,P45 
全 不 连通 I pd 双 曲 几何 学 VI. 1. 2,P230 
Hausdorff 式 全 不 连通 1 l i 7,P4 Stohow 紧 致 化 2 
Sierpinski 式 全 不 连通 1.1.7,P4 Solow 端点 R V2 
遗传 全 不 连通 i Stoilow( 理 想 ) 边 界 V.2.3,P179 
群 ” | 素 端 端 .1.3,P44 
基本 群 ,Poincaré 群 ”1.1.3,P14 T 
Fuchs 群 VW. 1. 1,P231 | Tchebycheff 多 项 式 N.3.2,P138 
同调 群 工 . 3. 8,P38 | 梯度 .2.7,P47 
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( 弧 ) 提 升 下 .2.2,P24 | 性 质 
调和 下 、 下 属 和 .3.2,P72 | ”Lindel6f 性 质 VI. 3. 1,P293 
通 量 V1. 2. 6,P283 Ze .Per Zar 性 质 VI. 3. 1,P293 
同 伦 、 同 伦 弧 1.1.2,P13 |  Iversen 性 质 V .2.6.P185 
拓扑 局 部 Iversen 性 质 VV.2.6.P185 
乘积 拓扑 1.1.15,P7 | 拓扑 映照 .拓扑 性 质 1.2.3,P9 
生成 的 拓扑 1.1.4,P3 
相对 拓扑 1.1.3,P2 Y 
诱导 拓扑 1.1.3,P2 | 延 拓 
拓扑 基 hs dP 可 延 拓 的 不 可 延 拓 的 
VI. 3. 2,P247; Vi. 4.6,P262 
Mh 可 本 性 延 拓 的 VI. 4. 6,P262 
完全 的 ( 认 值 集 ) V.2.7,P187 | ” 单 连 通 护 板式 的 延 拓 Vi. 3. 5,P254 
网 格 1 .3.5,P36 | ”拥挤 理想 边界 } 和 党 站 部 
围 道 1.1.12,P23; 用. 1. 3,P44 之 圆 盘 式 延 拓 Ce 
内 围 道 Vl. 4.3,P206 平面 型 素 端 式 的 延 拓 Vi. 3. 5,P252 
外 围 道 V1. 4. 3,P205 | 车 盖 面 的 ) 叶 数 1:2.65P30 
位 势 V.2.1,P178 
Evans 位 势 N. 3. 1,P133 | 一 对 一 (映照 单 值 又 单价 1 2 1,P8 
导体 位 势 N. 2.5,P127 | 因子 式 、 除 式 V5.3. P221 
对 数位 势 N. 2. 1,P116 | 映照 Lae ds 
无 限 值 域 ,Ra(f) V .2.4,P181 | ” 共 形 映照 .1.6,P46 
解析 映照 有 .1.6,P46 
X 连续 映照 1 .2.1,P8 
X- 不 可 去 点 V.1.3,P162 | “ 开 映 照 1.2.1,P8 
线性 变换 VI.2.1,P228 | ” 同 胚 映 照 1 . 2. 3,P9 
线性 变换 群 VI. 2.1,P228 | ”拓扑 映照 1.2.3,P9 
象 1.2.1,P8 | ”映照 半径 N.4.6,P153 
相对 Stoilow 紧 致 化 V.2.3,P180 | 映 入 、 映 上 1.2.1,P8 
相 邻 关系 E.1.1,P40 | 原理 
(定向 ) 相 容 1.1.10,P22 | Dirichlet 原理 .2.8,P67 
形变 I.1.2,P13 | ”Stoilow 原理 V.2.7.P187 
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Harnack 原理 于. 2,P61.62 | 正则 的 1.1.10,P21 

极 值 原理 正则 点 、 非 正则 点 .3.7,P84 

半 ( 上 、 下 ) 调 和 函数 的 一 正则 覆盖 ( 链 族 ) VI. 4. 4,P309 

于 . 3.4,P75、77 | 正则 嵌入 .1.12,P23 

调和 函数 的 极 值 ~ 于. 2. 2,P53 | 正 质量 点 N.2.5. ,P127 

Riemann-Schwarz 对 称 原理 支点 1.2.5. ,P27.36; 

V.4.1,P202 工 . 3. 9. ,P38; .1.1,P42 

最 大 值 原理 支 集 N.2.5,P127 

调和 函数 的 一 N.4.1,P144 | 指数 .环绕 次 数 1.1.5,P15 

对 势 位 势 的 一 RN. 2.4,P124 | 终点 1.3.1,P11 

中 心 投影 1.1.9,P20 

Z 周 界 长 V.1.11,P174 

正规 化 子 群 工 .3. 6,P36 | 自 守 函 数 V.2.1,P240 
正规 算 子 也 V1. 2.7,P284 


